4. Mapas de fases

Los sistemas de ecuaciones no lineales casi hunca se pueden resolver. Pero para
los sistemas auténomos en el plano, es decir, para los sistemas de la forma

x"=f(x,y)
5] {y’ =9(x,y)

es posible obtener las principales propiedades de sus soluciones a partir de su
dibujo o0, con mas precisién, del dibujo de las proyecciones (llamadas érbitas) de
estas soluciones sobre el plano xy o plano de fases (para dimensiones mayores
las cosas se complican notablemente y pueden aparecer las llamadas soluciones
cadticas). Este capitulo estd dedicado a describir las diferentes técnicas destinadas
a dibujar el conjunto de las érbitas de un sistema dado de la forma [S] sobre el
plano de fases (su mapa de fases).

En la seccién 4.1 se estudian las propiedades basicas de las soluciones y 6r-
bitas de estos sistemas auténomos. Se introduce la ecuacion diferencial de las
orbitas (que a veces es resoluble y da la expresién de dichas érbitas) y el campo
vectorial v tangente a las érbitas (que siempre nos ayudard al pintar los mapas).

Se llaman puntos criticos de un mapa de fases a las proyecciones de las solu-
ciones constantes del sistema (obtenidas haciendo f=g=0). La seccion 4.2 cla-
sifica estos puntos en diferentes tipos (nodos, puntos silla, focos, centros,...)
de acuerdo con la forma de las érbitas a su alrededor. Esta forma serd en casi to-
dos los casos similar a la de la aproximacion lineal, sistema lineal (de érbitas
facilmente dibujables una vez hallados sus autovalores) obtenido despreciando los
términos no lineales en el desarrollo de Taylor en torno al punto critico del sistema
inicial [S]. Las Unicas excepciones se dardan, tal vez, si la matriz de la aproxima-
cién lineal tiene autovalores imaginarios puros (centros) o si algun A =0 (puntos
no elementales). En la seccién se estudiardn ademas las propiedades particulares
que poseen los mapas de fases de los sistemas que provienen de ecuaciones au-
tonomas de segundo orden x”’=g(x, x’). En diversos ejemplos se mostrard como
organizar adecuadamente toda la informacién anterior para dibujar las érbitas de
sistemas concretos (clasificar los puntos criticos, intentar hallar las érbitas, locali-
zar las curvas de pendiente horizontal y vertical, determinar los valores del campo
adecuados, analizar como se deforman las 'separatrices’ de los puntos silla...). Se
verd también en esta seccién que la estabilidad de las soluciones constantes es
facil de precisar (la de las no constantes es complicada) y se comprobara cémo
(excepcionalmente) se pueden hallar algunas soluciones del sistema [S].

Un tipo particular de sistemas [S] que poseen propiedades adicionales que fa-
cilitan el dibujo de su mapa de fases son los exactos (aquellos con fx+gy, =0),
tratados en la seccién 4.3. Para ellos siempre se podra hallar la expresién de sus
drbitas y sus puntos criticos elementales sélo podran ser puntos silla o centros
(lo que evita las dudas de la Gltima situacién). En el caso particular de las ecuacio-
nes exactas x’’=g(x) veremos que podemos dibujar su mapa de fases a partir,
simplemente, del conocimiento de la llamada funcién potencial.

En la seccién 4.4 daremos algunas otras ideas sobre cémo abordar el problema
de ver si en el sistema no lineal sigue o0 no siendo un centro un punto critico cuya
aproximacioén lineal lo sea (anélisis de simetrias de las érbitas y utilizacién de las
coordenadas polares).
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4.1 Sistemas de dos ecuaciones autonomas

y'=9(x,y) g

Suponemos que f y g y sus derivadas parciales son continuas en todo R?. Sabe-
mos que entonces existe una Unica solucién de [S] que satisface cualquier par de
datos iniciales x(to)=xXo, y(to)=Yyo (es decir x(ty) =Xo ).

Sea el sistema [S] {X, =7 y) , es decir, x/ =f(x) , con x’ =(’;) y f=(f).

Los siguientes resultados, semejantes a los de las autdbnomas de primer orden, se
prueban facilmente:

Si f(Xo, Yo)=9(Xo, Yo)=0 entonces x(t)EGs) es solucién (constante o
Teor 1. | de equilibrio) de [S]. Si x(t)EGEg) es solucién de [S] y k€ R entonces

x(t+k)=®gj:’8) es también solucién de [S].

[Otros de los teoremas de 1.5 no se pueden trasladar directamente; por ejemplo
las soluciones, en general, no son mondtonas y las soluciones acotadas no tienden
necesariamente hacia soluciones constantes].

Cada solucién x(t) de [S] es una curva en el espacio txy, pero también podemos
mirarla como una curva en el plano xy (que llamaremos plano de fases) descrita
paramétricamente en funcién de t. Esta segunda curva, a la que llamaremos 6rbi-
ta de la solucidn, es la proyeccién de la primera sobre el plano de fases. El objetivo
de este capitulo es representar lo méas aproximadamente posible el conjunto de
Orbitas de [S], es decir, el mapa de fases de [S]. Comencemos con un ejemplo:

Ej 1. Sea {X,fy (es decir x””4+x=0).
y' ' =-x
La solucién que cumple x(0)=(g) es x(t)s(g)

cost

y la que satisface x(0)=(2) es x(t)=(se”t).

Estas soluciones describen en el espacio la
recta y la hélice del dibujo, y sus proyeccio-
nes sobre xy son el punto y la circunferencia
del inferior [a un punto del mapa de fases, :
proyeccion de solucién constante, se le llama punto critico o punto singular].

Obtenemos las mismas érbitas si dibujamos en cada caso la
curva trazada, al aumentar el pardmetro t, por el punto de
coordenadas x=x(t), y=y(t). La flecha nos orienta la érbita,
indicando el sentido en que se recorre.

Si imponemos x(n)=((1)) obtenemos x(t)=(:ii2§)=(i§2g:g) .

La 6rbita de esta solucién (cuya grafica en el espacio es una
traslacién paralela al eje t de la hélice anterior) es la misma circunferencia de an-
tes, si bien sus puntos son alcanzados para diferentes valores de t. Esta situacién
se da en cualquier sistema auténomo (pero no en un sistema cualquiera) y por eso
tiene sentido dibujar su mapa de fases: si x=x(t), y=y(t) son las ecuaciones de
una 6rbita, otra parametrizacién de la misma 6rbita es x=x(t+k), y=y(t+k) para
cualquier k (aunque para un mismo t se obtengan valores de x e y diferentes).
Dicho de otra forma: como las traslaciones de una solucién hacia adelante y hacia
atrds son también soluciones, las proyecciones de todas estas curvas del espacio
son la misma érbita.
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Normalmente no conoceremos las soluciones del sistema [S]. Para dibujar su mapa
de fases trataremos de buscar informacién a partir de las propias funciones f y
g. Intentemos primero hallar explicitamente las 6rbitas de [S]. Eliminando la t del
sistema obtenemos la ecuacion diferencial de las orbitas:

dy _gxy)
[ol] 3x = Fxy)
dy _ dy dt

(pues g =i g + Si lo permite el teorema de la funcion inversa).

Las curvas integrales de [0], quizas resoluble por los métodos de la seccién 1.1y
dibujables por los de la 1.2, seran las érbitas de [S] (y al revés: una ecuacién como
[o] se puede mirar como un sistema y usar las ideas de esta seccién para trazar
sus curvas integrales). Como se ha eliminado la t, si dibujamos las érbitas sélo a
partir de [o] éstas carecerdn en principio de sentido de recorrido, pero sera facil
orientarlas utilizando el campo v que pronto introduciremos.

Resolviendo la ecuacién [o] para el ejemplo 1 (lo que en este caso es posible)
obtenemos de forma mucho mas rapida sus 6érbitas:

dy _ _x 24,2 _
x="y X +yc=C

Una informacién parecida a la que nos proporciona el campo de direcciones de [0]
se obtiene tratando el campo vectorial v dado en cada punto del plano por

veon) = (6:0)

[coincide con G;) vector tangente a la érbita en el punto (x, y)].

Por tanto, las 6rbitas de [S] seran curvas tangentes a (y recorridas en el sentido
gue indican) los vectores del campo v (como se ve, este campo sélo se anula
en los puntos criticos). Generalmente usaremos el campo v para completar otras
informaciones, pero aunque fallen todas las demas técnicas del capitulo siempre
podremos dibujar algunos vectores de v y hacernos una idea del mapa de fases.

Ej 2. Repasemos lo visto con un ejemplo poco practico por ser el sistema resoluble:

{x’=X dy _y? v(x,y)=(y"2) AN yi t 7

y' =y? ' dx ~ x !
El origen es el Unico punto critico. Al- ™ N 1 7

gunos vectores de v (pintados con el -~ N

mismo mddulo pues nos interesa su <<« L P

direccién y sentido) son los del dibu- >~ l -

jo de la izquierda. Podemos también ™~ N ! 7

resolver la ecuacién [o] : : +
(U T R N

y=[c—=In|x|]71, o sea, x =ce~17,

Con ello completamos el mapa de fases de la de-
recha. Cada érbita nos da los valores que toman
la x yla y delasolucién de la que es proyeccion,
pero no nos dice en qué instante t los toman.
Por ejemplo, la x(t) de la solucién con x(0)=0,
y(0)=1 es 0 paratodo t y podemos afirmar que
la y(t) =29 para un t> 0, pero sélo podemos
hallar este t calculando y(t) (y(t) — o pues si g
tendiese a un valor constante a se tendria, como t (

en las auténomas de primer orden, que x(t)=0,

y(t)=a seria una solucién constante, lo que es imposible por no existir mas puntos criti-
cos). Tampoco podemos saber si esta y(t) estd definida para todo t>0. Pero resolviendo
se tiene y(t)=1/(1-t), que explota en t=1 (sin embargo la solucién x(t)=el, y(t)=0,
con otra érbita recta similar a la anterior, estd definida para todo valor de t).
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Demostremos otras propiedades generales de las érbitas:

Por cada punto del plano de fases pasa una Unica 6rbita de [S]. Si
Teor 2. | una 6rbita se corta a si misma corresponde a una solucién periédica
y dicha érbita es una curva cerrada simple.

(las érbitas no pueden cruzarse unas a otras,

ni a si mismas; sélo pueden ser de 3 tipos:

@ s NO puntos criticos, curvas cerradas simples y ar-
cos simples (asociadas a soluciones constan-

\ tes, periédicas y no periddicas); varias érbitas

pueden confluir en un punto critico, lo que no
viola la unicidad: corresponderan a soluciones que tienden a la solucién constante
cuando t tiende a + 0 -0, pero que no la alcanzan en tiempo finito).

Dado un Xo, sea x(t) la solucién con x(0) = Xo. Si para otra x*(t) su 6rbita
pasa por el mismo punto, debe ser x*(t*) = xo para algin t*. Como x*(t+t*)
es también solucién y toma en t =0 el mismo valor que x(t) es, por unicidad,
x()=x*(t+t*), o sea, x(t—t*)=x*(t) Vt. Por tanto, x*(t) es trasladada de x(t)
y sus Orbitas coinciden.

Sea x(t) solucién no constante. Si su érbita se corta a si misma ello significa que
existe un primer T >0 en el que vuelve a ser x(T)=x(0). Utilizando la unicidad
en t=0 se tiene que para todo t es x(t+T)=x(t) y la solucién es T-periédica y su
Orbita se repite cada T unidades de tiempo, formando una curva cerrada simple.

Hemos visto que la érbita de un sistema auténomo que pasa por un punto xe del plano
xy no depende del t, en el que la solucién x(t) de la que es proyeccidn satisface
X(to) =Xo (es decir, que la evolucién del sistema es independiente del momento en
que empecemos a contar el tiempo, como era esperable al no depender f y g de
t). Insistimos en que para un sistema no auténomo esto es falso, y no tiene sentido
hablar de su mapa de fases.
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4.2 Clasificacion de puntos criticos

La mejor informacién sobre un mapa de fases nos la dard el conocimiento de la
forma de sus érbitas cerca de un punto critico. Tratamos primero los sistemas
lineales (siempre resolubles y con mapas de fases facilmente dibujables) y des-
pués, basandonos en ellos, los no lineales.

x’ = ax+by
y’ =cx+dy

Supondremos |A|#0 (con lo que x=0 serd el Unico punto
critico de [L] y A =0 no sera autovalor). Clasificamos el L, L,
origen segun los autovalores A1 y A de la matriz A:

Si A1 y A2 son reales y distintos, la solucién general es: \

x(t)=cieMtvy+crer2tv,, vi vector propio asociado a A;. esgb:\
Llamemos L1 y L alas rectas que contienena vy y va. hp<}q<0
Cada L; estd formada por tres érbitas (obtenidas hacien-
do la otra ¢;=0): el punto critico y dos semirrectas orien-
tadas seguln sea el signo del A;. L,
El vector unitario tangente a las érbitas [ t= II§'EgII ] es:

_ cir1ertvi+correr2tvy \

= 1/2
[2A2e2Mt||vq|]2+c3AZe2A2t vz |2 +2c10oA 1A 2e21+A2)ty g v |
odo
. . . inestable
Si A2 <A1<0, todas las soluciones tienden a 0 y el vector

Sea: [L]{ , 0 sea, x’=AXx, con x=(x), Az(g Z).

t — vi/||vi]| (si c1 #0) cuando t — co. Todas las 6rbitas A2>1 >0
(menos dos) entran en el origen con la pendiente dada
por el vector propio asociado al A mas cercanoa Oy

el punto critico se llama nodo estable. & s
Si A2 >A1>0, se tiene la misma situacién cambian-
do +oo0 por —co y el origen se llama nodo inestable.

Si A2 <0<z, las érbitas sobre L, se aproximan al

origen y se alejan sobre Li . Las demds tienden asin-

téticamente a L1 o Ly segun tienda t a +00 6 —oo

adoptando la forma hiperbdlica del dibujo de la dere- )
cha (no tienen por qué ser exactamente hipérbolas) /‘“x "i’;‘i%iﬂa

y tenemos un punto silla.

Si A es doble y A diagonal la solucidn nodo estelar estable nodo estelar inestable
es: Adoble <0, A diagonal Adoble >0, A diagonal

x(t)=(c)er.

Entonces, si A <0 (A > 0) para ca-
da par de constantes nos acercamos
(alejamos) a 0 segun una recta dife-
rente y se dice que el punto es un no-
do estelar estable (inestable).

[En este caso hubiera sido muy sencillo hallar las érbitas utilizando la ecuacién [o]:

Xl=AX R dy_y
y'=Ay -
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Si A es doble y A no es diago-
nal la solucién general es

x(t)=[ciw+(c1t+cz)v] e,

con v Unico vector propio aso- estable
ciadoa A. <0

. . | inestable
Si ¢1 =0 estamos sobre la recta 2>0
L generada por v. Se ve, calcu- L
lando el t, que todas las demas
Orbitas entran en el origen sien- o

do tangentes a una u otra de las |

semirrectas que forman L.

Si A<0 (A>0) sobre cada 6rbita nos acercamos (alejamos) al punto critico, que se
llama nodo de una tangente estable (inestable). En los dos casos las érbitas
pueden ser como en el dibujo pequefio (se distingue entre las dos posibilidades
facilmente mirando el campo v).

nodos de una tangente

A doble
A no diagonal

Si los autovalores son complejos A=p=qi, la solucién es

centro

x(t)= (cl cosqt+cysengt A

pt .
C3cosqt+c4senqt)e , C; constantes

reales de las cuales sélo dos son arbitrarias.

Si p=0, todas las soluciones son periédicas y las 6rbi-
tas son curvas cerradas rodeando el origen, que se llama

centro (el sentido de giro lo da el campo v). (o bien &)

Si p < 0, la exponencial decreciente
obliga a las érbitas a cerrarse en espi-
ral cuando t— oo hacia el origen, que se

Ilama foco estable. Si p> 0, las espi- ® ®

rales corresponden a soluciones que se = - inestabl
alejan del punto critico que es un foco {;’%‘1&3‘%@8 St 530
inestable. o

La forma de las espirales podria ser también la del dibujo pequefio (como siempre
esto se precisara a la vista del campo v).

Dibujar las érbitas de sistemas lineales es muy sencillo con la clasificacién anterior.
Bastara (para nodos y sillas) con trazar las semirrectas érbitas orientadas y precisar
el campo v sobre algunas rectas que pasen por el origen, que son isoclinas de

[o] %:g’;ﬁi’, , ecuacién homogénea.
Por ejemplo, sobre los ejes, o sobre las rectas que nos proporcionen pendiente
horizontal o vertical. Con esto (también en caso de centro o foco) basta para pintar
el mapa de fases en todo el plano. Aunque, por ser [o] homogénea, sabemos que
las érbitas son siempre calculables, normalmente no merecerd la pena calcularlas
(pueden ademads salirnos expresiones no sencillas de dibujar).

Los sistemas que se han visto son homogéneos. Si hay términos no homogéneos
(constantes para ser auténoma) y |A| # 0 seguird habiendo un punto critico Xo,
gue haciendo el cambio u=x—X, se trasladaria al origen manteniendo la matriz
A, con lo que, para analizarlo, basta hallar sus autovalores. Las isoclinas seran las
rectas que pasen por Xe .

A pesar de su facilidad, la teoria de mapas de fases no es de especial interés para
los sistemas lineales, pues podemos hallar sus soluciones. Pero la gran importancia
de lo anterior es que nos permitird deducir la forma de las 6rbitas cerca de los
puntos criticos de los no lineales. Pero antes de hacer esto, dibujemos dos mapas
de fases de lineales para ir practicando y dando algunos nombres:

76



. X' =3x=2y |, _ 1 _ 2. .
Ej 1. {y’=2x—2y )\——1—>(2),)\—2—>(1). punto silla.

Completamos esta informacién con el campo v:

v es vertical (x’=0) si y=37X y horizontal (y’=0) si y=x.

Sobre los ejes: v(x, 0)=x(§) , v(0, y)=—2yG) .

[Resolviendo [0] se obtiene: (2y—x)2(y—2x) = C, érbitas de
aspecto hiperbdlico, pero que no son hipérbolas].

A las orbitas que entran y salen de un punto silla se les llama separatrices,
nombre natural, pues ‘separan’ comportamiento de las soluciones totalmente distintos.
Por ejemplo, aqui las soluciones cuyas 6rbitas parten por debajo de y=2x cumplen que
su x(t) » co si t— oo, mientras que x(t) — —oo si parten por encima de la separtriz
(sobre ella x(t) — 0). Y algo analogo sucede con la otra separtriz y = x/2. Del mapa
de fases (sin resolver el sistema) podriamos deducir también, por ejemplo, que para la
solucién que cumple x(7)=1, y(7)=0 tanto su x como su y tienden hacia o cuando
t— oo y tienden hacia —oo cuando t— —oo: basta observar la forma de su 6érbita.

x'=2x-y
y'=2x-2

Ej 2.

El punto criticoes x=1—-y=2 — G) .

Como A= (g é) con A=1+i(, es un foco inestable.

v es vertical si y=2x y horizontal si x=1.
Ademas: v(x, 2)=2(x~1)(7), v(x,3-)=(x-1)(3).

[O, si se prefiere, es el mapa de x’=Ax trasladado al puntol.

: : . x'=f(x,y) _ (%o -
Consideremos ya el sistema no lineal [S] {y’:g(x, % y sea xo—(yo) punto critico.

Desarrollando por Taylor f y g en torno a X, y llevando luego este punto al origen
con el cambio u=x—x,, v=y—yo, (0 lo que es lo equivalente, haciendo primero el
cambio y desarrollando después en u=v=0) se tiene:

U’ = fx(Xo, Yo)u +fy(Xo, Yo)V + Re(u, V) o (VRavZ) S U vs
{V’=gx(xo,yo)u+gy(xo,yo)V+Rg(u,V) con Ry, Rg = o(Vuf+v?) siu,v—0

Como Rf y Ry son pequefios esperamos que (cerca del origen que es ahora punto
critico) sean similares las drbitas de este sistema y las de la aproximacioén lineal
obtenida ignorando los términos no lineales. El siguiente teorema precisard que
esto es cierto si el lineal es de cualquiera de los tipos clasificados anteriormente,
salvo en el caso de los centros.

x(Xo,¥0)  fy(Xo,¥0)

; ’_ _(u _
Llamemos [L] al sistema u’=Mu, con u_(v) y M_(gx(xo,yo) Qy(Xo,YO)) .

Suponemos |M| # 0. Diremos entonces que X, es punto critico elemental de
[S]. El teorema de la funcién implicita asegura que X, es aislado (hay un entorno
de X, en el que no hay mas puntos criticos; un punto con |M|=0 puede no ser
aislado y si lo es no se parece al origen de [L], no aislado).

Si el origen es nodo, punto silla o foco de [L] entonces xo €s un punto
critico del mismo tipo y la misma estabilidad de [S]. Si el origen es nodo
estelar o de una tangente de [L] y las funciones f y g tienen derivadas
parciales de segundo orden continuas entonces xo €s nodo del mismo
tipo (y estabilidad) del sistema no lineal [S]. Las érbitas rectas que en
los nodos y puntos sillas de [L] llegan o salen del origen se deforman, en
general, en curvas de [S] que llegan o salen de xo, pero manteniendo la
tangencia dada por los vectores propios de [L]. Si el origen es centro de
la aproximacién lineal y las funciones f y g son analiticas entonces Xo €s
0 un centro, o un foco estable o un foco inestable en el sistema no lineal.

Teor 1.
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La demostracién del teorema es complicada y no la damos. No es extrafio que sean los cen-
tros los Unicos puntos criticos elementales que no se conservan pues los pequefios términos
no lineales pueden hacer que las érbitas dejen de cerrarse sobre si mismas. De otra forma:
una pequefia perturbacién puede apartar los A==qi del eje imaginario. Por la misma razén
podria pensarse que también puede separar dos A iguales, pero si f y g son regulares esto
no sucede (si no lo son puede cambiar el nodo en uno de otro tipo o en un foco).

Asi pues, analizando sistemas lineales sabemos,
casi siempre, cémo son las érbitas de uno no li-
neal en un entorno de cada punto critico (lejos
de él seran totalmente diferentes de las del li-
neal). Este es el paso principal hacia el dibujo
del mapa de fases de [S]. En muchos problemas
fisicos, ademds, precisamente lo que se busca
es el comportamiento de sus soluciones cerca
de las de equilibrio. Para ver en cada caso cémo se deforman las érbitas de la
aproximacion lineal en el no lineal (por ejemplo, el sentido en el que se doblan las
separatrices de un punto silla) y obtener datos sobre el mapa global habrd que
utilizar el campo v (y las 6rbitas en el caso excepcional de que sean calculables).
En los ejemplos iremos viendo cémo organizar este trabajo.

aproximacion sistema
lineal no lineal

Es facil extraer del teorema conclusiones sobre |la estabilidad de las solucio-
nes de equilibrio, muy parecidas a las vistas para las ecuaciones auténomas
de primer orden. El significado geométrico sobre el

plano de fases de esta estabilidad es claro: xo es

estable si las érbitas que parten suficientemente

cerca no se salen de cualquier circulo de radio prefi-

jado. Es asintéticamente estable si ademas tienden

a Xo cuando t— o,

Si los autovalores de M tienen ReA <0, X, es solucién de equili-
Teor 2. | brio asintéticamente estable de [S]. Si alguno de los autovalores
tiene parte real positiva, Xo es inestable.

Como siempre queda la duda de qué pasa si ReA =0 (para un punto con un A=0
y otro A > 0 se prueba que es inestable, aunque esto no se deduzca del teorema
1). La inestabilidad de algunas soluciones no constantes es clara a la vista de un
mapa de fases: si las Orbitas se alejan, también lo hacen las soluciones de las que
son proyeccion. Pero la estabilidad no se ve en el dibujo: drbitas préximas pueden
corresponder a soluciones muy diferentes (por ejemplo las érbitas de un sistema lineal
con un punto silla se pegan entre si y sin embargo todas las soluciones son inestables).

Pasemos ya a hacer ejemplos de dibujo de mapas de fases de sistemas no lineales
(los de centros de la aproximacion lineal se veran en las dos secciones siguientes).

Primero hallaremos los posibles puntos criticos resolviendo f(x,y)=9(x,y)=0
(en los ejemplos que siguen se podra hacer, pero podria ser sistema no resoluble).
Evaluaremos la matriz M en cada punto para clasificarlo y dibujaremos en torno a
cada silla o nodo rectas con la pendiente dada por los vectores propios.

Si podemos resolver la ecuacién diferencial de las drbitas, dibujaremos algunas
de ellas (al menos las mas sencillas y nos esforzaremos con las separatrices).

Utilizaremos el campo v para completar la informacién anterior. Habitualmente:
e Buscaremos las curvas en que v es horizontal o vertical (g=0y f=0).

e Evaluaremos v en los ejes (es muy facil hacer x=0 6 y=0) y en rectas que
pasan por los puntos criticos (no es raro que adopten formas sencillas, pues
en los puntos criticos es donde se anulan tanto f como g).

e Para ver cd6mo se deforman las separatrices miraremos v sobre las rectas
gue indica la aproximacién lineal.

e Por Ultimo, daremos valores sueltos de v en zonas en que haya pocos datos.
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Ej 3. {;j:?é)_/fﬁxz yX(iz ;(3) 0 (8), (Z) M= (5’; g):(lgx __265’) en cada punto es:

(8)—» (g _06) es silla con A=8 —»((1)) ,A=—6 —>((1)) .

(2)—> (8 :g) es foco inestable (A=1+iv143).

4 24

Completamos la informacién local con el campo v (las
6rbitas no son calculables). El campo es horizontal y
vertical en este caso en

y=x2, 8x=y?, respectivamente.

Para las separatrices hallamos v sobre las rectas da-
das por la aproximacién lineal, que aqui son los ejes:

v(x, O)=2x(34x) , v(0, y)=—y(}é) .

Segun esto, la separatriz estable se deforma c y la inestable u.

El v sobre los ejes en este ejemplo ya lo hemos hallado. En
rectas que pasan por (2,4) y en un punto con pocos datos:

vix, H=2(x-2)(3,%6) . V2 =G-N(*T). v(-2.-2=4(7).

Los vectores dibujados precisan también el sentido en el que se abre el foco y con todo
ello tenemos un mapa de fases mdas o menos como el de arriba. No sabemos resolver el
sistema, pero estdn a la vista propiedades basicas de las soluciones (por ejemplo, que
las soluciones constantes son inestables, lo que estaba claro desde que hallamos los A).

! — —_
Ej 4. {;,;ig_g —»(g), @) criticos. Aproximacién lineal M= (yfz X;z) en cada uno:

0)= (% o)=r=2=(L) A=-2(3):silla,

(3)_’ ((2) (2))—> A=2 doble y nodo estelar inestable.

\1
T 1

Usamos ahora v (6rbitas calculables, pero complicadas):

v es vertical si y=0 o si x=2 (= x=2 6drbita recta \
(mds exactamente: estd formada por tres érbitas)) AN D
v es horizontal si x=0, y=2 (= y=2 érbita). Ademas: h

X-2

v(x, X)=x(x— 2)( ) grbﬁa v(x, —x)=—x(X;2) (se curva)
v(x,O):(_zX),v(O,y)z( ) v(1,3)= ( ) v(3,1)= /
v(-1, 3)=(:?), v(3,—1)=(:9),v(3,4)=( ) v(4,3)=

Excepcionalmente, la separatriz y=x del lineal se conserva, aunque la otra se deforma.

Veamos algunas propiedades de las soluciones que se deducen del mapa de fases:

El segmento que une los puntos criticos corresponde a una solucién definida Vt
(ya que estd acotada y no puede irse a infinito en tiempo finito). Esta solucién es
inestable, pues mientras ella tiende a 0 la x o la y de algunas cercanas ——oo.
No podemos saber de casi todas las soluciones no constantes si estdn o no definidas
Vt ni precisar su estabilidad, pues no tenemos la soluciéon general.

Si podemos hallar soluciones asociadas a érbitas sencillas. Por ejemplo, si
buscamos la que cumple x(0)=1, y(0)=2, empezamos encontrando la érbita que
pasa por (1,2) (o sea, que cumple y(x=1)=2). Es claro aqui que esa érbita es
y=2, que llevada a la primera ecuacién nos da x’ =2x—-4, x(0)=1 — x=2— e?t,
y =2, definida Vt, aunque no sabemos si es estable por no conocer las cercanas.
En cambio, la solucién con x(0)=y(0)=3 - y=x — x’=x%2—2x, explota en tiempo
finito (por la potencia x2; podriamos hallarla).

[La solucién general de un sistema no lineal casi nunca se tendra pues han de
darse muchas casualidades: que las orbitas sean calculables, que se pueda
despejar de ellas la x o la y, y que se pueda hallar explicitamente la soluciéon
de la auténoma que queda al sustituir].
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X =x(2—x—y) Puede c_:le.slcribir la evol_ucién de la pobla_cic')n de dos especies en
{ V' =y(3—y—2X) competlcpr,\. En ausencia dela gtra especie ;ada una de ellqs sigue

una ecuacion logistica, y ademas la presencia de cada una influye
negativamente en el crecimiento de la otra (términos en xy de cada ecuacién); dibujamos
sélo en el primer cuadrante, que es donde las érbitas tienen sentido.

x(2-x—-y)=0 —»{ ;:g__;ngle 1oy=0,1" (8), (g) (g) G) puntos criticos.

2-2x-2y —X
=2y 3-2y—-2x

2 0 Dy 1) (capturala _ 1
( - (0 3)_’ nodol: A=2 _’(0) tangencia) * A =3 _’(—3)'

)_, (_(15 g)-» nodoE: A=-1 _>(_13)(tangencia), A=-3 _’((1)) : +- . '
) -2
)

Ej 5.

‘-

La aproximacion lineal ( ) en cada punto:

_,( 2

0 )—» nodoE: A=-1 a(_lz)(tangencia), A==-2 —»((1)) .
- (:% j)—» )\=—1:I:1/7—>(q:‘1/§)—> punto silla.

0
0
0
3
2 -
0 -1
1

1

(
(
(

v es vertical si x=0 o si y=2—-x (= x=0 érbita).
v es horizontal si y=0, y=3-2x (= y=0 érbita).

Valores de v sobre rectas que contienen puntos criticos:
(X, 3)=_x(xgl), v(2,y)=—y(yi1), v(x, 1)=(1—x)(’2‘), v(l,}/)=(1—)/)(31y)-

Si los datos iniciales estdn por encima de la separatriz estable de la silla, la especie y
tiende hacia su tope logistico y la x se extingue; lo contrario sucede si estan por debajo.
Si los términos de competicién (los —axy ) fuesen mas pequenos las dos especies podrian
coexistir (los nodos estables se vuelven sillas y pasa a existir un nodo estable en x,y>0
hacia el que tienden todas las soluciones del primer cuadrante; esto sucede, por ejemplo,
en el sistema x’'=x(2—x-y/2), y’=y(3—-y—x), para el que x=1, y=2 es nodo estable).
Las Unicas soluciones calculables serian las asociadas a x=0 o a y =0, es decir, a
la ausencia de una de las dos especies. Aparece entonces la ecuacién logistica cuyas
soluciones son coherentes con las drbitas sobre los ejes.

Un ejemplo con punto no elemental (como no tenemos teoria para ver como son las 6rbitas
cerca del punto, nos tendremos que basar en la ecuacién de sus 6rbitas y en el campo v ):

Ej 6. {x’=3xy Unico punto critico: (8)—» (8 8).

y/:4y2 —4x2

Por tanto es un punto no elemental. La ecuacién [o]:

dy _ 4y*-4x?
dx —  3xy

es resoluble (homogénea o Bernouilli) —

y2=4x2+Cx®3 (si C=0 se tienen las rectas y==42x).

Mejor que dibujar estas curvas, usamos las isoclinas, que
son (ecuacién homogénea) rectas y=mx pasando por el
origen. La pendiente de las drbitas sobre ellas es:

_ am?-4 1 "
K= 35— — para m=0,+35,+£1,4£2,+4 es K=oc0,+2,0,£2,+£5.

Orientamos las érbitas viendo que v(0, y) apunta hacia arriba (esto ademas nos da las
Orbitas verticales no recogidas en la solucién general). Hay 6rbitas (llamadas elipticas)
gue salen y llegan al punto critico, situacién imposible en uno elemental.

[Un punto no elemental aislado es o un centro o un foco o hay en torno a él sectores
formados por érbitas elipticas, parabdlicas (las de un nodo o las demas del ejemplo)
o hiperbdlicas (como las de un punto silla)].

Alguna conclusién sobre las soluciones: 0 es inestable (viendo el dibujo); la solucién con
x(0) =1, y(0) =2 (de érbita y = 2x) no estad definida Vt > 0, pues para ella se tiene
x’=6x2, y’ =3y?; la que cumple x(0)=1, y(0)=0 (no calculable) si lo est& por ser
acotada, pero ¢serd estable? (su diferencia con las soluciones cercanas tiende a 0 si
t— o0, pero esto no basta en sistemas).
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Todo lo dicho sobre sistemas se puede, desde luego, aplicar al caso particular de
las ecuaciones autonomas (su mapa de fases es el del sistema equivalente):

Sea[e]| x” = g(x, X) v/ =g(x, V)

. : _ X' =v
, 0 escrita en forma de sistema: [SE]

(usamos la variable v porque en muchos problemas fisicos serd una velocidad).

0 1

La matriz de la aproximacién lineal es M=(g g
X v

) , evaluada en cada punto critico.

La ecuacién de las érbitas y el campo v tienen la forma:

V0o V=g

Las propiedades particulares de los mapas de fases de ecuaciones son inmediatas:

o] v¥=g(x,v) | ,

e Los puntos criticos de [e] estan sobre el eje v=0
[y las x de esos puntos son los ceros de g(x, 0) 1.

e Las érbitas se dirigen hacia la derecha en el semiplano superior
y hacia la izquierda en el inferior.

e Las érbitas que cortan el eje v=0 lo hacen perpendicularmente.
e Las ecuaciones no poseen nodos estelares.
e Un vector propio asociado a un autovalor A es G) .

Ej 7. Dibujemos el mapa de fases de la ecuacion: ’ X" =x—-x3-xx’ ‘ .

Puntos criticos

x'=v v=0
vi=x—x3-xv - x=0,+1 °

_1 . focoE
( 0 1) £1 A= [F12WT] 150

1-3x2-v -x) o0 N\ r=— N
A==%1 (:l:l silla

El campo es horizontal si: v=1-x2 osi x=0.
[Es vertical si v=0 (como en toda ecuacion)].

v serd sencillo sobre x==%1: v(*1,v)= (ivv) ,

Para analizar la deformacién de las separatrices:

P

.

v(x, £x) =x ( ) (los v con x pequefo indican que se curvan segun el dibujo).

1Fx—x2
[La pardbola de pendiente horizontal ya nos lo aseguraba para las separatrices de v>0].

) o —x3
La ecuacidn de las 6rbitas %:X VX

—X no es de ningun tipo resoluble conocido.

Los vectores del campo v son simétricos respecto al eje v (por ser g impar en x, sus
pendientes en (—x, v) y en (X, v) tienen signo opuesto). Entonces sus érbitas también
seran simétricas respecto a x=0. Esta simetria obliga a las érbitas a cerrarse.

Gracias al mapa de fases deducimos que hay dos tipos esenciales de soluciones de esta
ecuacién no resoluble: unas son periédicas y otras tienden a £1 cuando t — +oo. Pero
sin las érbitas no podemos, por ejemplo, decir exactamente para qué datos iniciales son
de uno u otro tipo, o dar una expresién que nos permita calcular los periodos.

Los dos ejemplos siguientes (a diferencia del anterior), pueden describir sistemas fisicos.
Dibujaremos su mapa de fases e interpretaremos algunas de sus 6érbitas. Incluso aunque la
ecuacién sea lineal (como el primero que veremos) y, por tanto, resoluble, se pueden sacar
conclusiones muy rapidas sobre las soluciones a partir de las érbitas.
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Ej 8. ’ x"”"+2ax’+x=0 |, con a>0 [sistema muelle-masa con rozamiento (si a>0)].

’ —
{i(//;‘ix_zav. (8) Unico punto critico Va. A24+2aA+1=0: A=—a++va2-1 —

Si a=0, el origen es un centro (A==i y el sistema es lineal).

Si 0<a<1, es un foco estable (autovalores complejos con ReA<0).

Si a=1, es un nodo de una tangente estable (con A=-1 doble).

Si a>1, es un nodo estable (A;=—a-va?-1 <-1<A;=—-a+va?-1<0).

Con alguna informacién mas (el campo v sobre x=0 y los puntos en que es horizontal
x=-2av) podemos ya dibujar los mapas de fases. Como en todo sistema lineal se pueden
hallar las érbitas, pero son complicadas y dicen poco. Un pequefio dato adicional es que
no hay puntos de inflexién (se ve que esto ocurre para todo sistema lineal):

2 2 2
9% =Y 2OV -0 — v=(-axVa2-1)x, drbitas rectas.

© @ WK

En cada caso el origen representa la solucién trivial asociada a la posicién de equilibrio
estable de la masa en reposo en x=0.Si a=0 (no hay rozamiento), cada érbita cerrada
describe un movimiento oscilatorio no amortiguado en torno a x=0: si, por ejemplo, la
masa esta inicialmente en x=0 con velocidad v >0, empieza a aumentar x hasta su
valor médximo en el instante en que v=0; disminuye después la x (el valor absoluto |v]|
tiene un maximo y luego decrece cuando el movimiento es contra la fuerza del muelle);
avanza hasta llegar a x=0 con la misma velocidad inicial y repite indefinidamente el mo-
vimiento. Si 0<a<1 (rozamiento escaso), pasa infinitas veces por x=0, pero la amplitud
de la oscilacién va tendiendo a 0 con el tiempo. Si a>1 (fuerte rozamiento), las érbitas
describen movimientos que tienden hacia x =0, pero no son posibles las oscilaciones.
Dependiendo de su posicién y velocidad iniciales, o la masa tiende indefinidamente hacia
la posicién de equilibrio sin llegar a superarla, o la cruza una sola vez.

. ’ ., > ‘ Puede describir el movimiento de una particula sobre el eje x,
Ej 9. | X" =X+3x—-4X"| sometido a una fuerza x2+3x que sélo depende de su posicién
y con un rozamiento —4x’ proporcional a su velocidad. En forma de sistema:

x'=v M=(_0© 1

v/ =x2+3x-4v _(2x+3 —4)'
Evaluando la aproximacién lineal en los
dos puntos criticos que hay se tiene:

—3)_’(0 1)ﬁ)\=_1_3
(0 -3 -4 nodo E.
0 0 1 .
(0)—>(3 _4)—>)\=—2:|:1/7,S|Ila.

x2+3x
.

v horizontal sobre la parabola v =
M3ds valores de v (rectas con puntos criticos y puntos sobre rectas del nodo lineal):

v(=3,v)= v( ) v(-4,1)= ( ) v(—4,3)=(_38), v(—2,—1)=(:§) ,V(—2,—3)=(I§)

Sabemos ya como se curvan las rectas del nodo. Evaluando v(x, Ax) se ve, tras unos
cdlculos, que las separatrices se deforman de la forma indicada y completamos el dibujo.

El sentido de las fuerzas es: — —3 « 0 — (por eso -3 es estable y 0 inestable). Su-
pongamos la particula inicialmente entre -3 y 0 y discutamos su movimiento segin su
velocidad v, inicial. Si v, <0, tiende hacia el equilibrio estable. Si v, >0 y pequefo, no
puede superar la fuerza que se opone, llega a un x maximo, regresa y tiende hacia -3.
Si vo >0 y gordo consigue cruzar x=0 y, ayudado por la fuerza, tiende a oo ({en tiempo
finito?) mientras aumenta su velocidad. Si v, > 0 es tal que estamos sobre la separa-
triz del punto silla tenemos un movimiento imposible en la practica: acercarse sin cesar
al equilibrio inestable. El problema (las érbitas no son calculables) es que es imposible
hallar exactamente este Ultimo v, (y seria importante porque para valores superiores e
inferiores de la velocidad los movimientos son radicalmente diferentes).
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Ej 10. Discutamos, segun los valores de b, la estabilidad de la solucién x=0 de la ecuacién

’ X" =bx —2x"+(x)? |.

Como asegura el teorema 2, la estabilidad de una solucién constante hereda (salvo las
excepciones de los centros o los puntos no elementales), la de su aproximacion lineal,
dada por la parte real de sus autovalores. En nuestro caso tenemos:

x'=v 0 1 o .
Vi =bx—2v+v2 (b _2) , aproximacion lineal en el origen.
A242XA-b=0 — A=-1£/I1+b —

Si b>0 el origen es inestable, pues hay A>0 (y el otro es <0; es un punto silla).

Si b<0, los dos autovalores tienen parte real negativa, con lo que x=0 es asinté-
ticamente estable (de hecho, si b<—-1 es un foco E, si b=-1 es un nodo de una
tangente Ey si —1<b<0 es un nodo E).

[Que conste que el criterio de Routh-Hurwitz aplicado a A24+aA+b=0 dice que sus
raices tienen ReA <0 siy sélo si ambos coeficientes son estrictamente positivos, con
lo que nos podiamos haber ahorrado hasta el calculo de los A 1.

Si b=0 aparece un A=0 y el teorema 2 no nos dice nada. Intentamos verlo haciendo el
dibujo de sus érbitas:

x'=v . -
Para { V=2V 12 la recta v=0 esta formada por puntos criticos
- (no elementales, claro, pues los elementales son aislados).
Pero sus drbitas son muy sencillas: D~ y_2 - v=2+CeX.

ax
De ellas, del sentido de las ecuaciones (hacia la derecha arri- .././__I/ v=2

ba, hacia la izquierda abajo) y de los puntos crticos hallados >
se deduce el dibujo de su mapa de fases. Y como se puede mu‘v:()

observar en él, el origen (y cualquiera de los otros) es punto
critico estable no asintéticamente (las érbitas que parten
lo suficientemente cerca no se salen de un entorno, pero no
tienden [salvo 2] hacia el punto).
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4.3 Sistemas y ecuaciones exactos

x" =f(x,y)
y'=9g(xy)

(suponemos que f y g son de clase 1 en todo R? como hicimos en la seccién 4.1).

Un sistema del tipo [S] { se llama exacto si ’ x(x, y)+9y(x,y)=0

Si [S] es exacto, la ecuacién diferencial de sus oOrbitas

[o] %=?((:§)) es decir, —g(x, y)+f(x,y)% =0

es también exacta, y por tanto resoluble:

Existe H(x,y) tal que f=Hy, y g=—Hx, y las
Orbitas de [S] vienen dadas por H(x,y)=C.

Ademads se tiene el siguiente resultado sobre sus puntos criticos:

Los puntos criticos elementales de un sistema exacto sélo

Teor 1. ;
pueden ser centros o puntos silla.

Como fx+9gy=0, los A de la matriz de la aproximacion lineal M=(£’)‘( gyy)x

o
en cualquier punto xo critico vienen dados por A2+|M|=0, con lo que o bien
(si [M] < 0) tiene dos raices reales de distinto signo y X, es un punto silla
(tanto del sistema lineal como del no lineal) o bien (si |[M|>0) las raices son
imaginarias puras y se tiene un centro en la aproximacién lineal. Ademas es
facil ver, por ser H continua, que H(Xx,y) = H(Xo, Yo) contiene ademas del
punto X, todas las érbitas que tienden a dicho punto cuando t tiende a +oo
0 —oo, con lo que el sistema [S] no puede tener focos (pues seria H=cte y
M =0 en todo un entorno y el punto no seria aislado) y los centros del lineal
lo son también en el no lineal.

. x' =x—-2xy =0—- x=0; y=1 1-2y —2x
Ej 1. {y’:x—y+y2 y=0’1;>2(i%' M=( 1y 2y_1) en cada punto:

1 .
(8),(2) - (ill :Fol) — A==1: sillas; G;g) - ((1) _05) —»A:iﬁ : centrodela
aproximacién lineal.

Como sabemos este centro podria conservarse o ser un foco E o | de nuestro sistema.
Pero como es exacto: fx+gy=1-2y—1+2y=0, sigue siendo centro del no lineal.

Hx=-x+y-y?, Hy=x—-2xy — H(X, y)=xy—xy2—x72=C son las érbitas.

Dibujar todas las curvas H=C es complicado (aunque
se podria despejar la x o la y de la ecuacién de segundo
grado). Pero para C =0 obtenemos dos muy sencillas
x=0y x=2(y—y?), cada una de ellas formada por cin-
co érbitas distintas, entre ellas todas las separatrices.

El campo v es horizontal sobre x=y—y? y vertical en
la érbita x=0 y enlarecta y=1/2.

Podemos dibujar ya las érbitas, si bien aln no estan
orientadas. Para ello basta dar algun valor a v o fijarse
en algun vector propio de los puntos sillas. Por ejemplo,
podemos hallar:

v(x, 0)=XG) 6 v(x, 1)=x(_11).
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/ — —_
Ej 2. {X =y=x

y'=y-x?

M=( -1 1). Puntos criticos:

-2x 1

Dibujemos su mapa de fases y estudiemos si
es periddica la solucién con x(0)=y(0)=2.

y=X—Xx-x%=0
—>X=y=0, 1

(8) essilla [A=+1— G)(é)] y G) es centro del

lineal. Como fx+gy=—-1+1=0, el sistema es exacto
y el centro se conserva.

Hx=x%-y

Las érbitas son:
Hy=y—-x

x3 2 _
T—xy+7—C.

v es horizontal sobre y=x2 y vertical en y=x.
Las separatrices (curvas por (0,0) - C=0) son:

y2—2xy+3x3=0—y=x+x/1-%,

definidas para XS% (para x=% sejuntanen y=x).

Como la 6rbita que pasa por (2, 2) esta fuera del lazo que forma la separatriz, la solucién
de la que es proyeccién no es periddica.

[Como siempre, la informacién que se obtiene de la aproximacién lineal es sélo lo-
cal: en un entorno del centro hay seguro érbitas cerradas, pero lejos de él dejaran
normalmente de serlo, como en este ejemplo (y el anterior)].

x’ = 2xy
y’ =143x2-y2

0 2 0 1\ (o ;
M en (1) es (0 _2) - A=x2 - (0), (1) , silla.
0 -2 0 0\ (1 ;
M en (_1) es (0 2) s A=32— (1) (0) , silla.
Las érbitas se hallan facilmente por ser exacto:

H =xy?=x3=x+p(y)
H=xy2+q(x)

[También es de Bernouilli (més largo):

0) . Aproximacién lineal M = ((25;‘:

Ej 3. Puntos criticos: (il _22xy) .

- xy?-x3-x=C.

sy 1432 =Y, g 1+3x2 _1cC 2
2yy'=—%- 4+ = Z/=—224+ 7, z= o+ 1+x4 ).
Las separatrices se obtienen para C=0 con lo que

son x=0 y la hipérbola y2—x2=1.

[ v(x, £1) =(§2XX) confirma la deformacién de las separatrices].

Pendiente horizontal en la hipérbola y2—3x2=1. Vertical en la separatriz x=0 y en y=0.
[Simetria respecto a ambos ejes: H depende de y? y cambiando x por —x sale la érbita H=—C]1.

Hallemos alguna solucién. Para los sistemas exactos el primer paso hacia la solucién
general (tener las dérbitas) siempre se puede dar (salvo primitivas no calculables). En
este caso se puede también despejar alguna de las variables, pero de ahi no pasamos:

y=%/$+14x2 - %=:|:2X1/§+1+X2, no integrable.

Como en otras muchas ocasiones, se puede intentar hallar alguna solucién asociada a
orbitas sencillas. Por ejemplo busquemos la que cumple x(0)=3/4, y(0)=5/4:

Por (3,2) pasa la érbitade C=32(2-5-1)=0 — y2-x2=1 —
x' =2xv/1+x2, x(0)=%, o mejor y’=2y2-2, y(0)=% —2t=[Y g

5/4 s2—-1"
Hallado la primitiva y despejando obtendriamos la y(t) [y de ella y la érbita, la x(t)].

Pero no olvidemos que hay propiedades de las auténomas de primer orden que se ven
sin necesidad de integrar: y(t) - 1 sit — —oc0, y(t) explota paraun t;>0 ...
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Teor 2.

Caso particular son las ecuaciones exactas:

- (2~ 0 vE =00 -

Sus érbitas vienen dadas por:

H(x,v)="72—fg(x)dx=C, o sea, v72+V(x)=C, si V(x)=-[g(x)dx

(si la ecuacién describe el movimiento (sin rozamiento) sobre el eje x de una
particula sometida a una fuerza que sélo depende de su posiciéon, H es la
energia total, v2/2 es la cinéticay V(x) es la potencial).

A la vista de la solucién estd claro que las érbitas son simétricas respecto al eje x
y que la érbita u 6rbitas asociadas a cada valor de C son curvas definidas en los
intervalos del eje x para los que V(x) <C y que cortan dicho eje en los x tales
que V(x) = C. Con esto y el teorema siguiente podremos dibujar el mapa de
fases conociendo simplemente la grafica de la funcién potencial V(x).

Xo
0

de fases. Si V tiene un méaximo, X, es un punto silla.

Si V tiene un minimo en x, entonces xo=( ) es un centro del mapa

Si V tiene un extremo en X, es V/(Xo)=-9(x0)=0 y Xo €es punto critico.

La ecuacién de autovalores en xo es A24+V”(x,)=0 y asi se trata de un centro
si V//(x0)>0 (minimo de V) o de un punto silla si V//(x,)<0 (maximo de V).

[El teorema es valido también aunque X, sea no elemental (V' (x,)=0)].

£ 0. [0/ =1 x7] v =t b

Usando sélo la gréfica de V(x) del dibujo superior
deducimos el mapa de fases del inferior: como V
posee un maximo en x=—1 y un minimo en x=1
el mapa de fases tiene el punto silla y el centro di-
bujados abajo. Trazamos ahora diferentes rectas
V =C vy las 6rbitas asociadas: v2/2 + V(x) = C.
Para C=0, V(x)<0 si 0<x<+3 (y la 6rbita, que
es una curva simétrica definida en ese intervalo y
que corta v=0 en sus extremos, se trata de una
curva cerrada rodeando al minimo) o si x < —+3
(la érbita sélo corta v=0 en x=—4+/3 y por tanto
es abierta). Similares son las dos 6rbitas dibujadas
para un C<0. La V=C que pasa por el maximo
de V nos da una curva del mapa de fases que
corta v=0 en dos puntos uno de los cuales es el
punto silla (nos proporciona, pues, cuatro érbitas:
el punto, la érbita que sale y entra en él y las se-
paratrices de la izquierda). Para un C mayor se
tiene la otra érbita.

La orientacion es la de toda ecuacién (hacia la derecha arriba, hacia la izquierda abajo).

Podriamos precisar el dibujo usando las técnicas generales de las secciones anteriores
(vectores propios del punto silla, puntos de pendiente horizontal (serdn siempre las rec-
tas verticales que contienen a los puntos criticos, pues se obtienen de g(x)=0), ...),
pero las principales caracteristicas de las érbitas ya se ven en el dibujo anterior.

Como para una ecuacién exacta tenemos unas 6rbitas bastante sencillas, parece que se
podria conseguir hallar su solucién general:

— _ =dx _, —gx ___ _
v=%v2,/C-V(x) =5 ifﬁm t+K,

pero es muy raro que esta primitiva se pueda hallar. Por ejemplo, en este caso aparece
la ‘integral eliptica’ no calculable + | [2x—%x3+2C]_1/2 dx=t+K.
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Ej 5. Dibujemos las érbitas de | x”/ =x3 — 7x? + 10x | y precisemos cuéles de sus
soluciones son periédicas.

\%

El mapa de fases se deduce de la funcién potencial:

gx)=0 — x=0,x=2, x=5.
V(x)=—%+7Tx3—5x2.
V(x)=0 — x=0, x=%, X=6.

V(0)=0, v(2)=-2 , v(5)=12 .

Las soluciones periddicas no triviales corresponden a
Orbitas cerradas del mapa de fases (asociadas a seg-
mentos entre las paredes del potencial). En nuestro
mapa se ve que lo son todas las érbitas que estan
dentro de la separatriz que entra y sale del origen.

Preocupémonos en concreto para qué valores a es
periddica la solucién con x(0)=a, x’(0)=0 (dénde
hay que dejar en reposo la particula para que oscile).

Se ve que esto ocurre si ae (0, 12).

[Ademas, si a=0, a=2, a=5, la solucién es periddica trivialmente, pues es
constante, pero si atinamos a dejar la particula en los inestables x=0 6 x=5,
un pequefo soplo nos va a convertir el movimiento en uno no periédico].

Intentemos calcular el periodo T de una solucién, por ejemplo, si a=3. Su érbita es:

_ 81 _ 9 vZ _ox* 7x3 2.9 _ 1 A/3x4=28x3+60x2-27 __ dx
C__T+63_45__Z - T—T—T+5X -7z v==% e =3

Ademas de en 3 la érbita cerrada corta v=0 en otro punto que exige ordenador:

3x4 283 +60x? 27 =(x—3)(3x> = 19x%+3x+9)=0 — x=3, x1~0.835 (y ;‘(g:g ).

Por simetria el periodo sera el doble de lo que tarda enirde x; a 3:

T=2/6" ax ~2.85 (de nuevo usando el ordenador).
X1 4/3x4-28x3+60x2-27

[A diferencia de los sistemas lineales, el periodo de cada solucién es distinto.
Se puede probar que el T de las oscilaciones de pequefia amplitud (a~3) se
parece al de la aproximacién lineal, y que T — o cuando a— 0 (6 10/3)].

Ej 6. Sus érbitas son x= v22—c —-v=dz C+,% .

Sin puntos criticos. Puede describir, para x > 0, el
movimiento bajo un campo gravitatorio en unidades
adecuadas. La interpretacién fisica del mapa es sen-
cilla: Si x(0)=2 (por ejemplo), x’(0)=vo y Vo<1,
la particula cae al origen; v, =1 es la llamada ve-
locidad de escape: para velocidades iniciales mayo-
res que ella la particula se aleja del origen indefinida-
mente (a una velocidad que tiende a cte).

Determinemos el tiempo T que tardaria una particula, inicialmente en reposo en x=2,
en llegar hasta el origen. Su érbita [ v(x=2)=0 ] es la de C=-1. Asi pues:

T 0 vxd [ 10
T=f0 dt=— 2 /)2(—_;((=[1/>_<1/2—x+2arctan ;—1]2=n.
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4.4 ¢Centro o foco?

Vimos en la seccién 4.2 que el Unico caso en que no basta el estudio de la aproxi-
macién lineal para clasificar un punto critico elemental xo, de un sistema no lineal

x'=f(x,y)
5] {y’ =g(x,y)

es el caso en que el lineal posea un centro, ya que entonces el punto de [S] pue-
de también ser un centro o bien ser un foco estable o inestable. Tratamos en la
seccién anterior una situacién en la que el centro del lineal se conservaba: si [S]
era exacto. En esta seccién veremos otras técnicas para atacar el problema: el
estudio de las posibles simetrias y la utilizacién de las coordenadas polares.

Desde luego se conservara un centro si las érbitas de [S] poseen simetria respec-
to a alguna recta que pase por Xe (las érbitas en torno a un centro pueden ser
asimétricas y hay puntos criticos con simetria especular (los focos, claramente no
la tienen) que no son centros, pero si un punto con esta simetria es o centro o foco,
necesariamente sera centro). El andlisis de las simetrias se podra hacer a la vista
de las propias érbitas, en el caso excepcional de que la ecuacién diferencial de las
Orbitas sea resoluble, o a partir del propio campo v. Un ejemplo de esto Ultimo lo
da el siguiente teorema:

Si Xo es punto critico de [S], la aproximacién lineal posee un centro y
o bien al] xo, estd sobre el eje x, f(x,—y)=—f(x,y), 9(x, =y)=9g(x,y),
o bien b] x, estd sobre el eje y, f(x, —=y)=f(x,y), g(x, —y)=—g(x,y),

entonces Xo €s un centro del sistema no lineal [S].

Teor 1.

a]

¥ =L Pl (xy)
) I :

(_X’y)

7¢ (x,-y) | b]

Las hipétesis sobre f y g aseguran en el caso al] que las érbitas son
simétricas respecto a y=0 y en el b] que lo son respecto a x=0 (y que
se recorren en sentidos opuestos a cada lado del eje, como debe ocurrir
en un centro). De ello se deduce el resultado.

Observemos que en el caso particular de las ecuaciones las condiciones
sobre f se satisfacen automaticamente, con lo que basta comprobar las
condiciones sobre g: debe ser par en y 0, si Xo €s el origen, impar en x.

[Conocer las simetrias de un sistema no sdlo es (til para distinguir entre centro y foco.
Nos da bastante informacién sobre un mapa de fases, segin vimos en algun ejemplo
de secciones anteriores (como el 7 de 4.2, el 3 de 4.3 o las ecuaciones exactas)].

x'=v
v/ =sen(x+v?2) °

Ej 1. ’x” =sen (x+[x’']1?)

, es decir, {
Clasifiquemos sus puntos criticos. Estos resultan ser

km con aproximacioén lineal 0 1 — 0 1
0)’ P cos(x+v2) 2vcos(x+v2) (-Dk o)

Por tanto, si k es par son puntos silla (del lineal y no lineal como siempre) y si k es
impar son centros de la aproximacién lineal. Como g es par en Vv, estos centros lo son
también del sistema no lineal (y las érbitas son simétricas respecto al eje x).
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x'=v

Ej 2. | x” =x—-x3—x(x")2 ‘ -
) ( ) V’=X—X3—XV2

— (g) silla (A==%1), (iol) centros del lineal.

Los centros se conservan, pues también se cumple el
apartado a] del teorema 1. Pero aqui no era necesario,
pues podemos hallar sus 6rbitas explicitamente:

dv _ x—x3

& =—Xv+=— (Bernouilli) — v2=Ce X +2-x2

y comprobar su simetria respecto de ambos ejes.

Con las érbitas podemos hacer un preciso mapa de fases.
La separatriz (C=-2) corta y=0, ademas de en x=0,
en los x tales que:

2e~X*=2-x2 (x~+1.26 con ordenador)

y para C > -2 todas las 6rbitas son cerradas (si C=0
circular). El campo es horizontal sobre x2+v2=1 y sobre
x=0 (y vertical como en toda ecuacién sobre y=0).

Asi se genera el dibujo de la portada de los apuntes.

i3 {x’ —x(1-y) [Este sistema es, para unos parametros muy concretos, el de

V' =y(x—1) Lotka-Volterra que rige la evolucién de la poblacién de dos
especies animales en relacién predador-presal].

Sus puntos criticos son (8) punto silla 'y G) centro de la aproximacién lineal.

¢Seguird el centro siendo un centro del sistema no lineal? Podriamos trasladarlo al origen
haciendo u=x-1, v=y—-1 e intentar aplicar el teorema 1, pero el sistema en uv que
resulta no satisface ninguna de las dos parejas de condiciones. Sin embargo, podemos
calcular las 6rbitas (ecuacién separable) y obtener:

Iny—y+Inx—x=C.

Como esta expresidn no varia al cambiar los papeles de x e y, las érbitas son simétricas
respecto a la recta y=x, con lo que el centro se mantiene en el no lineal.

[En el teorema 1 nos hemos limitado a localizar las posibles simetrias respecto a los
ejes, pero se podrian dar condiciones sobre v que asegurasen la simetria respecto
a y=x u otras rectas].

En algunas ocasiones podremos precisar que el centro se transforma en un foco es-
table o inestable analizando el sistema escrito en coordenadas polares (aunque
en la mayoria de los casos aparezca un sistema mas complicado que el inicial).

Derivando las relaciones x=rcos6, y=rsenf se obtiene

r’cos@—0’rsen@=f(rcosé,rsen9)
r'sen@+6’rcos@=g(rcos9,rseno)

r’=cos@f(rcos@,rsenf)+send g(rcosb,rsend)
e’ = % [cos@ g(rcosB,rsenb)—senb f(rcos6,rsenb) |

En vez de seguir con resultados generales pasamos a analizar ejemplos concretos:

’ — 3 _
Ej 4. Precisemos la estabilidad de las soluciones constantes de { X =x—y

y' =x+y?

1 0

Hay, pues, un centro en la aproximacion lineal, y todavia no conocemos su estabilidad.
Como no es exacto ni presenta simetrias (a pesar de ello, aln podria ser un centro)
pasamos a polares y obtenemos:

r’ =r3(cos*0 + sen*0)

0’ = 1+sen6cos O (sin®6—cos?0)
r crece con el tiempo y, por tanto, el origen (la solucidn trivial) es (foco) inestable.

y=x3 - x(1+x8)=0—- x=0— y=0. El Unico punto critico es (8) con M=(0 _1) .

Como cos*6+sent6>0 Vo,
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Ej 5. Clasifiguemos el origen para todo valor de a.

y'=2x+ay+2x%y+y3

{x'=ax—2y+x3

La matriz de la aproximacioén lineal (g _az) tiene por autovalores A=a= 2i, con lo que:

si a<0 es foco estable, si a>0 es foco inestable y si a=0 es centro del lineal.

Como no es exacto ni simétrico hacemos el trabajo de pasar a polares, obteniendo:

r/ =qar + r3 a<0 r r
6’ =2+r2cosfsend _/ _/ a=0
Por suerte hemos obtenido una sencilla

ecuacién independiente de 6 parala r \
facil de dibujar. Como crece la distancia
al origen con t podemos asegurar para

a=0 que el origen, que no sabiamos si era centro o foco, es un foco inestable.

Utilicemos la expresién en polares para dibujar el mapa de fases para un valor de a
concreto: a=-1. La ecuacién auténoma r’=—r+r3 tiene entonces la Gnica solucién de
equilibrio r=1 en r>0 (ademds tiene la r=0 que nos da otra vez el punto critico y la
r=-1 carece de sentido en coordenadas polares).

Para r=1 setiene 6’=2+sen26/2>0. Hay
por tanto una érbita (la circunferencia uni-
dad) tal que r=1 para todo t y tal que su
6 crece con el tiempo [a una 6rbita cerrada
aislada como esta se le llama ciclo limite].
Como se ve en la ecuaciéon auténoma todas
las demas drbitas tienden hacia ella cuando
t — oo,

Podemos también asegurar que no hay mas
puntos criticos que el origen (es dificil verlo
con la expresién cartesiana) pues no tiene
otras soluciones r’=6’=0 (para una solu-
cién constante tanto la r como la 8 deben
permanecer constantes).

Dibujando ademas la curva de puntos con
xX’=0y 0/=0 (y=(x3-x)/2 y xy=-2,
respectivamente) se puede ya dar el mapa
de fases.

Es facil precisar qué soluciones del sistema estan definidas para todo t: las peridédicas
asociadas al ciclo limite y las asociadas a las érbitas contenidas en su interior, por estar
acotadas; llegan a infinito en tiempo finito aquellas cuya proyeccién cae fuera del ciclo
limite, pues lo hace su distancia al origen, como se deduce de la ecuacién para r’.

x'<0 x>0
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