3. Soluciones por medio de series

En el capitulo anterior vimos las escasas formas de resolver elementalmente la ecuacién con coeficientes
variables [e] X"+a()x'+b(t)x = 0 . Este capitulo trata una forma general de atacarla: suponer la solucién
desarrollada en serie de potencias e introducir esta serie en la ecuacion para determinar sus coeficientes.

En la seccién 3.1 recordaremos la definicién de funcién analitica (funcion descrita por una serie de
potencias convergente) y algunas manipulaciones mateméaticas que se pueden hacer con ellas.

Cuando a y b son analiticas en un entorno de tg (punto regular, seccién 3.2) siempre se podran
encontrar dos soluciones linealmente independientes de [e] en forma de serie de potencias por el siguiente
camino: llevando una serie a la ecuacion conseguiremos expresar sus coeficientes ck en funcion de los dos
primeros cg Y €1 , que seran las dos constantes arbitrarias que aparecen en la solucion de cualquier
ecuaciéon de segundo orden (algunas veces podremos dar la expresion general del ck , pero otras nos
deberemos limitar a ir calculando coeficiente a coeficiente). Un teorema, que aceptaremos sin demostracion,
nos asegurara que las series solucién son convergentes al menos en el intervalo enque a y b lo eran.
Imponer datos iniciales en ty sera inmediato, pues tendremos que X(tg)=cq Yy X'(tg)=Cq -

Si a y b no son analiticas, pero 'poco’ (si ty es singular regular), también se pueden utilizar series
para resolver [e] de una forma sdlo algo mas complicada (es el método de Frobenius de la seccién 3.3).
Calcularemos primero una solucién x;1 que (si tg=0) serd siempre de la forma t"Y (siendo r una de las
raices del llamado polinomio indicial) y a continuacién otra xo , linealmente independiente de la anterior, que
unas veces sera del mismo tipo y otras contendrd ademas un término incluyendo el Int . De nuevo un
teorema no demostrado garantizara la convergencia de las series que vayan apareciendo.

El calculo de los coeficientes de las series es sencillo (aunque algo pesado). El problema bésico de
utilizar series para resolver ecuaciones es la dificultad de obtener informacion sobre las soluciones que se
encuentran (y mas cuando no podamos hallar su término general). Sin embargo ecuaciones del tipo [e]
surgen a menudo en problemas reales y las series son el Unico instrumento para resolverlas. Por eso existen
libros enteros (los de funciones especiales de la fisica) dedicados a estudiar las propiedades de las series
solucién de algunas de estas ecuaciones (las de Legendre, Hermite, Bessel, Laguerre, Tchebycheff, ...) .
Una muestra de tales estudios son las propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre,
Hermite y Bessel que se tratan en la seccién 3.4.

Las soluciones por serie en torno a cualquier punto (salvo que puedan ser identificables con una funcién
elemental) no dan ninguna informacion sobre el comportamiento de las soluciones cuando t-o . Enla
seccion 3.5, para estudiar para grandes valores de t las soluciones, introduciremos el llamado punto del
infinito de una ecuacion, punto s=0 de la ecuacion que se obtiene haciendo t=1/s en la inicial.
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3.1 Funciones analiticas

Una f(t) es analitica en t=tg si viene descrita por una serie de potencias en un entorno del punto:
< k 2
f(t) :zock(t_t()) = CO + Cl(t—to) + Cz(t—to) + e

A partir de ahora supondremos que tg=0 (si no, hariamos t—tg=s y estariamos en ese caso): f(t) :;Zocktk

Como se sabe, a cada serie de potencias esta asociado un radio de convergencia R tal que:
si R=0, la serie s6lo converge ent=0; si R=co, converge para todo t;
si O<R<w , converge si |t|<R y diverge si |t|>R (en t=tR puede converger o divergir).
Ademas, si 0<tg<R, la serie converge uniformemente en [tg,to] .

El R se puede calcular en muchas ocasiones aplicando el llamado criterio del cociente:

Sea Zoak ysea p= ||m [Bic| . Entonces si p<1,la Y converge,ysi p>1 diverge.

= lag
Propiedad ba5|ca de Ias series de potencias es que Si R>0 se pueden derivar e integrar término a término:
f'(t) = glkckt = cp+2cot+ , fi(t) = ‘sz(k—l)ckt = 2cy+6cgt+ -, ... (O f¥0)=k! ¢ )

Cx k+1

J’ lZockt C+ ;O gt
También pueden sumarse, multiplicarse,... las series de potencias como si fuesen polinomios:
) f(t) = ioaktk si [t<R¢ y g(t) = iobktk si [t)<Rg O
fO+g(t) =g()[ak+b|(]tk , T g()=agbg+(aghq+abp)t+ (a0b2+a1b1+a2b0)t2 + -, sl [t]<min(Rf,Rg)
(también el cociente f/g es analitico si tiene limite en t=0 ; ya veremos como hallar su desarrollo).

= C+cy t+*t +--- si |t|<R

(k)
Caso importante de estas series son las de Taylor: Jg) k , para f con infinitas derivadas en 0.

La mayoria de las funciones elementales coinciden con su serie de Taylor (y por tanto son analiticas) en todo
el intervalo de convergencia de esta serie. Por ejemplo, se tiene:

® K o ki2k+1 o ki2k o 1 2k+1 o 2K
t_ otk _ —11%t _ -1]Xt _ t _ t
e = Z ki oo osent= 2_ (2k+1)! , cost= z_ 2K sht= 2_ 2K+ 1) cht= Z_ (2K)! R
1 2 [—1]Kt2k+1 B 0([0( 1] 2 .
1t —z 9 , In(1+t) = 2 , arctant = z okl [1+t] 1+at+ +- sl t]<1

Aunque una f sea C*(R) y su serie de Taylor converja [t puede que ambas no coincidan, como le ocurre a
f(t)=e—1/t2, f(0)=0 que cumple f(k)(0)=0 Ok (su serie de Taylor es £0.tk=0). f, por tanto, no es analitica. Para
que una f sea analitica, es necesario que tenga infinitas derivadas en el punto, pero no es suficiente.

. . 1
Ej 1. Hallemos de varias formas (algunas nada naturales) el desarrollo de f(t) = [1+]2 -

d 1 1 d 2 i _ > .
O=-ge1et ~ [r? = dt go(—t)k = —gl(—l)kktk 1 =ZO(—1)k(k+l)tk = 1-2t+3t2—4t3+- si <1 .
Otraforma: [1+t]2=1-2t+ 2[212_1] 2, =22 31'][_2 A3, 21 2t432-434.. si lt}<1 .
Multiplicando:  f(t) = [1—t+t2—---][1—t+t2—-~-] =[1+(-1-1t+ (1+1+1)t2 + )= 1-2t+3t2—-. si [t]<1

También podemos 'dividir': buscar una serie chtk tal que [c0+c1t+02t2+C3t3+---] [t2+2t+1] =1;
asi se va obteniendo: cp=1 ; 2cp+cq=0 - cq1=—2cp=-2 ; cg+2cq+Ccr=0 - Ccp=—Cp—2C¢1=3 ;

[el radio R del desarrollo de un cociente P/Q,con P y Q polinomios, simplificados los factores
comunes, y Q(0)#0 es la distancia al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préximal.

. - . 1
Y con un caso sencillo de ‘composicion’ de series: 1+2t+12 = 1- (2t+t2) + (2t+t2) - (2t+t2) + .=
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3.2 Puntos regulares

Sealaecuacion [e] | x"+a(t)x'+b(t)x = 0

Se dice que t=tg es un punto regular de [e] si a y b son analiticas en t=tg.
En caso contrario se dice que t=tg es punto singular de [e].

Sea t=0 regular y llamemos R al menor de los radios de convergenciade a y b . Se podrd, pues, escribir :

alt) = éoaktk

Si sus coeficientes son analiticos, se puede esperar que cualquier solucién de [e] también lo sea, es decir
gue también se pueda escribir como una serie de potencias para |t|<R . Empecemos con un ejemplo:

. b(t) = gobktk para |t|<R

. . 2t 2 -
Ej 1. (1+t2)x"+2tx'—2x = 0 |, esdecir, x "+mx'—mx =0, a(t) y b(t) analiticasen t=0 con R=1.
Llevemos una solucion en forma de serie arbitraria (junto con sus derivadas) a la ecuacion inicial (mejor que a la
segunda, pues deberiamos desarrollar a y b))y tratemos de calcular sus coeficientes:

© © (%] =9 =9 ©
x=|zocktk x=3 ke thd, x'=y k(k-1)ctk2 lZZ[k(k—l)cktk_2+k(k—1)cktk] + llekcktk - ;OZthk =0

La solucién final de esta lineal de segundo orden debera contener dos constantes arbitrarias asi que una buena
estrategia puede ser intentar escribir los ¢ en funcion de los dos primeros cg y ¢1 . Como para que una serie
de potencias se anule han de ser 0 los coeficientes de cada potencia de t, deducimos:

t0: 21cyp-2.cg=0 - co=cq
tl:32.c3+[2-2lc1=0 - c3=0
th=2: k(k-1) ¢} + [(k-2)(k=3)+2(k-2)-2]cy_o = O
(hemos escrito aparte los primeros términos porque cada serie empieza a aportar términos para distintos k).

De la dltima expresion deducimos la regla de recurrencia que expresa el ¢y en funcién de los anteriores ya
conocidos (en este ejemplo, solo en funcion de c¢y_» ); factorizamos, para facilitar los calculos, los polinomios
gue aparecen calculando sus raices:
__ k(k=3) __k3 -
Ck=— k(k—1) Co2 =— k1 Ck-2 k=2,3,...

A partir de esta regla escribimos algunos ¢, mas (siempre en funcion de cy o cq ) con el objetivo de encontrar
la expresién del término general de la serie (en muchos otros ejemplos esto no seréa posible):

i1 3. _1 —pktl 1 _
C4——3 C2 =-3 CO , C6——5 C4 =5 CO ) e — C2k_(_1) 2k—1 CO , k—1,2,...
cg =0 por estar en funcion de cg que se anulaba. Andlogamente ¢y =cg=---=0

Agrupando los términos que acompafiana cq y ¢1 (que quedan indeterminados) obtenemos por fin:
1.4 1 e 12K
X = Cq [1+ t2— 3 th+ 5 6+ ] +c1t =cp [1+ ‘Zl(—l)k+1 m] +Cqt = cgX1 +C1Xo

Esta expresion tiene la estructura clasica de las soluciones de las lineales de segundo orden. Pero para que lo
sea de verdad, las series deben converger en un entorno de t=0,y ademas xq y Xp han de ser linealmente
independientes. Esto es lo que sucede. La serie de x1 (como se puede ver por el criterio del cociente) converge
para [t|<1 y la'serie' de X» (truncada a partir de su segundo término) converge para todo t.Y el wronskiano de
ambas soluciones en t=0 resulta ser 1 (pues x1(0)=1, x1'(0)=0, x2(0)=0, x5(0)=1).

Si, en vez de la solucién general, la que queremos es la que cumple x(0)=xg , x'(0)=xg (existe y es Unica por
ser a y b analiticas) dada la forma de las series de x1 y Xo es inmediato que debe tomarse cp=Xg , C1=Xg -

[Esta ecuacion se podia haber resuelto sin usar series. Era facil darse cuenta de que
Xp=t era una solucion, y podriamos haber calculado la xq siguiendo la seccion 2.2:

—2 2 2 2 2 1 21
Xq = XZIXZ e "dt = tIt e 1+t = t_[t (1+t% " dt = —1-tarctant,
cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente].

Gran parte de lo visto en este ejemplo ocurre en general, como asegurara el teorema 1 que no demostraremos.
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Teor 1. Sit=0 es regular, la solucién general de [e] es x = coxq +Cixp =Cq[1+2 ]+ ¢y [t+2 ], con
Co.Cp arbitrarios, y las series, que contienen potencias tK con k=2, convergen, al menos,
para |t|<R . Los coeficientes de estas series se determinan de forma Unica probando una
serie de potencias arbitraria en la ecuacién (con las funciones a(t) y b(t) desarrolladas) y
expresando sus coeficientes ¢, , para k=2, en funcion de cy y ¢4 . La solucion Gnica de [e]
con x(0)=xp, x'(0)=xg se obtiene simplemente sustituyendo cy=Xg , C1=Xg .

[El desarrollo de a y b, desde luego, no sera necesario si esas funciones son polinomios].

Para estudiar las soluciones de [e] en un entorno de otro ty regular, el cambio de variable s=t-ty lleva
a una ecuacion en s paralaque s=0 es regular. Probariamos entonces para hallar su solucién la serie:

X = lZocksk [es decir, x = lZock(t—to)k].

Ej 2. ‘ X"+ (t-2)x=0, x(0)=2, x'(0)=1 ‘ t=0 regular puesto que a(t)=0 y b(t)=t-2 son analiticas entodo R .

[El primer ejemplo era demasiado sencillo. En general, y como en este, las cosas serdn mas complicadas].
Llevando una serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacion e igualando a 0 los coeficientes de cada K

X= lZothk - ;zk(k—l)cktk—2 + iZO[ cktk+1—2cktk] =0 -

t0:2.l.c2—2.c0:O - Cr=¢Cq ; t1:3.2.c3+co—2.c1:0 - Cg3=—%

tk_z'k(k—l)c +Ck3—2Cc,o=0 - C :—#c 2 _ C k=3,4,.
: k™ “k-3 k-2 k k(k—-1) k-3 7+ k(k—1) “k-2

(regla de recurrencia de tres términos que suele traer muchos mas problemas que las de dos).
Escribimos un par de términos mas en funciénde cy y ¢q

_ 1 2 1 1 . _ 1 2 1 1
C4==1pC %122 6% ~12% + 570 2* 0%~ 15% *30°C1

No hay forma de encontrar la expresién del término general, aunque paso a paso podemos ir calculando
el nUmero de términos que queramos.

i D= 2,3 ,4 15 13 1 4. 15
La solucién general es entonces: x—co[1+t B2+t =t ]+c1[t+3t TR LR -]

. . 1 1 . ,
Y la particular pedida: x=2 +t+ 22 + Zt4 10 O+ | serie convergente para todo t segun el teorema.

Para calcular unos pocos términos (pero no para calcular muchos o para buscar la expresion del término
general) de una serie solucion cerca de un punto regular se puede seguir el siguiente camino:
Haciendo t=0 en la ecuacién: x"(0) + (0-2)x(0)=0 - x"(0)=4
Derivando la ecuacién y volviendo a hacer t=0: x"+(t-2)x'+x=0 - x"™(0) = 2x'(0)—x(0) =0
Derivando otravez : x™+(t-2)x"+2x'=0 - x"™(0) = 2x"(0)-2x'(0) =6 , ......

x(O) 2, X (0) Bazostad2, 03, 44,

Por tanto:  x(t) = x(0) + x'(0)t + > 6 24

Si buscamos unos términos de la solucién con ‘ , la solucion general de arriba, dada por

series en t=0, claramente no sirve para imponer datos en t=2 . Debemos resolver en torno a este punto:

$=t-2 - (2 +$X=0, s=0 regular ~ x= iZocksk - gzk(k_l)ckSk 2+ IZOCkSk+1:O -

s0: 2c5 =0 ; sk: 603+CO:O,C3:—%CO s sk—zzk(k—l)ck+ck_3:0 - CK= k(k 1) k-3 k=3,4,.
1 1 1 1

1
- Cg=cg=-=0; C4==43% " 67755876530 + 777764775431

s6+.]+eq [s—7 s4+is7+---] datos y —g_s3+ = sb+... =6 (1-2)3+ %(t_2)6+,,,

1
x=co[1-5 53+ 159 504 20

(Aqui si podemos expresar el término general, aunque no nos queda tan compacto como en el ejemplo 1:

) (1)K (=1)3K © (—1)k (t—l)?"‘"1
X ‘CO[1+ ‘Zl 2-5-----(3k—1)-3-6-----(3k)] * Cl[H ;Zl 3.6---+(3k)-4:7- - k+1):I )
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3.3 Puntos singulares regulares

Supondremos en esta seccion que t=tg es un punto singular de [e] x"+ a(t)x'+ b(t)x =0, es decir, que o
a(t) o b(t) olas dos no son analiticas en t=ty , con lo que no es aplicable el método de la seccién anterior.
Sin embargo, interesa precisamente en muchas ocasiones conocer el comportamiento de las soluciones de
[e] en las cercanias de sus puntos singulares. En general se podra decir poco sobre este comportamiento,
salvo para un tipo particular de puntos sélo débilmente singulares: los singulares regulares que vamos a
definir. Supondremos a partir de ahora que el punto singular que tratamos es t=0 . Sabemos que esto no
supone pérdida de generalidad ya que en el caso de que queramos estudiar las soluciones cerca de un to#0
el cambio s=t—ty nos traslada el problema al estudio de las soluciones cerca de 0 de la ecuaciénen s.

Conviene escribir [e] de otra forma. Multiplicandola por t2 y llamando a*(t) =ta(t) y b*(t):tzb(t) obtenemos:

[e*] | t2x"+ta*®) X' +b*t) x = 0

t=0 es punto singular regular de [e] - [e*] si a*(t)=ta(t) y b*(t):tzb(t) son analiticas en t=0.

. N2y (e - . w_ 1 . 1 - ;2
Ej 1. | t(t-1)¢x"—-tx'+(t-1)x = 0 | , esdecir, X @zx t(t—l)x 0,6t

t=0 y t=1 son puntos singulares de la ecuacion (todos los demas son regulares).

X" t*zt x'+Lx—O
(t-1) =17

Como a*(t) =—t/(t=1)2 y b*(t) =t/(t=1) son analiticas en t=0, este punto es singular regular.
. . 1
Haciendo t-1=s obtenemos: s? (s+1)x" = (s+1)x' + sx =0, es decir, s2x"—s S X + 545_71 x=0
(las derivadas son ahora con respecto a s, pero las hemos dejado tal cual, pues ds/dt=1).

Como -1/s no es analiticaen 0 (aunque s/(s+1) silo sea), el punto t=1 (s=0) es singular no regular.

Se trata, por tanto, de resolver [e*] cerca de t=0 suponiendo que a*(t) y b*(t) son analiticas en ese punto,
es decir, que admiten desarrollo en serie valido en |t|<R (minimo de los radios de convergencia):

ax(t) = lZoa*ktk = @+ &gt +, b= gob*ktk = b + byt + -

Para resolver [e*] se utiliza el método de Frobenius, que detallaremos en el teorema de esta seccion. Aunque no lo
demostraremos, intentamos con unas consideraciones hacer creibles sus hipétesis y conclusiones. La ecuacion mas
sencilla del tipo [e*] es la de Euler ya conocida (en ella a*(t) y b*(t) son 'series' que se reducen a su primer término).
Viendo sus soluciones esté claro que no existen, en general, soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que hay soluciones
de Euler de laforma t" se podria pensar que [e*] posee soluciones en forma de serie que comiencen por términos t' .

Probemos por tanto en [e*] la solucién x = t' »Zocktk =cgtf+cgtMtl+cyt™2+ ... | Debe ser entonces:

I k(=)o 4+ (3 akt€) (3 (ot Ty 4 (3 bt ) (3 ety =0

El coeficiente que acompafa a la potencia de menor orden ( t") debe anularse: [r(r—1) + a% r + b%,] ¢ = 0 . Si la serie ha
de empezar por términos de exponente r, debe ser cy#0 . Por tanto, los Unicos valores de r para los que pueden
existir soluciones no triviales de la forma t" Y son las raices del polinomio:

Q(r) = r(r=1)+a*r+b% |, llamado polinomio indicial de [e*] .

Esto es coherente con lo visto sobre ecuaciones de Euler. Para ellas, si Q(r) tenia dos raices distintas r; y r,, dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacion eran {1 y t'2  Silaraiz era doble, sin embargo, sélo existia una
solucién de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Int; por tanto, también es de esperar que en la
solucién general de [e*] aparezcan logaritmos. Pero al resolver por series la ecuacion [e*] pueden aparecer problemas
que no se presentan en el caso particular de las de Euler. Igualando a 0 el coeficiente que acomparia a ™K tenemos:

[(r+k)(rtk-1)+(r+k)a*, + b* ] ¢, + [(r+k-1)a*+b*]c _,+ - =0

donde los puntos representan los términos con ¢, , Cx_3, ... De esta expresién podemos despejar el ¢, en funcién
de los anteriores ya calculados siempre que el corchete que le acompafia, que es Q(r+k) (el polinomio indicial evaluado
en r+k), nose anule. Si r; esla mayor de las dos raices Q(rq+k)z0 [k . Pero si r, es la menor,y la diferencia ri—r,
es un entero positivo n, el Q(r,+k)=0 si k=n,y, salvo que los demas sumandos también se anulen (con lo que c,
o . . r,+n - . 2y
quedaria indeterminado), no hay forma de anular el coeficiente de t y no pueden existir soluciones t .
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Enunciamos ya el teorema de Frobenius (aunque se podria considerar el caso de raices complejas del

polinomio indicial, nos limitamos, por sencillez, a los casos reales):

Teor 1. | Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1)+a*yr+b?*, tiene raices reales ry, r, con ry=ry.

Entonces siempre existe una solucion x, de [e*] de la forma x; = ' iocktk, Co#0.
La segunda solucién x, linealmente independiente es, segun los casos:
a] Si r{—ro no es cero ni entero Positivo: Xy = "2 éobktk’ bg#0 .
b]Si ry=ry, Xo= trl+l éobktk+ XpInt.
c] Si ri—rp=n entero positivo, X, = t'2 éobktk +dxqInt, bgz0, dOR.

Todas las soluciones estan definidas al menos para O<t<R Yy los coeficientes ¢y, by yla
constante d se pueden determinar sustituyendo cada una de las soluciones en la ecuacion.

. . t
Normalmente sera a*p=a*(0) y b¥;=b*(0) [salvo que aparezcan funciones como % ]

Se comprueba sin dificultad que a partir de las soluciones anteriores obtenemos otras validas en —R<t<0

sin mas que sustituir Int por In|t]| ylas expresiones de la forma t’ gue preceden a las series por |t|r .

En el caso c] la constante d puede perfectamente ser 0 (como ocurre en las ecuaciones de Euler), con

lo que, a pesar de todo, hay dos soluciones independientes de la forma t’ > .

2
Ej 2. | 2tx"+x'+tx = 0 | ,0sea, X"+t = x'+ & x=0. a*(t)=%

2
5 5 y b*(t):% analiticas (con R=w) O

t=0 singular regular. Como a*0=% y b*p=0, el polinomio indicial es r(r—1)+%r+ 0= r(r—%) -

1 . . . .
r1=5 y rp=0, con rj—rp no entero. Las dos soluciones linealmente independientes son, pues:
X1 = lZoCk th+1/2 cg?0 y Xxo= gobk tk bg#0 , series convergentes OtOR , segln el teorema.

Llevando la primera de ellas a la ecuacion inicial (las series se derivan como las de potencias habituales):
00 1 1 _ [ 1 _ 00
IZOZ(k+ E)(k_i) thk vz 4 LZO(k+ E) Ck =12 4 IZOCk tk+3/2 = g
(obsérvese que ahora todas las series comienzan por k=0 ya que, a diferencia
de los puntos regulares, no se anulan los primeros términos al derivar).
Igualando a 0 los coeficientes de las diferentes potencias de t:
=112 . [2(1/2)(-1/2) +1/12] cg=0.cg =0 y ¢y queda indeterminado como debia.
tY2 . [2@2)W2)+3/2]¢c)=0 - ¢1=0.
~1/2. 1 1 1 - -1 -
th12: [2 (ko 5 ) (k-5 ) + (k# 5 ) T ok + o2 =0 — o=~ K@keD) G2 k=23
[ S BN S
25 047749 272459 0
_ AR & ym 2m
Xy =t [1+ n; 2:4-..-.2m-5.9. .- .(4m+1) t ]

Portanto: cg=cg=--=0, Cp= , ... Yy la primera solucion es :

(eligiendo, por ejemplo, cp=1)

Para la segunda raiz del polinomio indicial: 222k(k—1) by th=1 + Zlk by k=1 + lZobk tktl=o

toblzo s t1[4+2]b2+b020 qbzz_%bo

tk_l : [2k(k=1)+K] bk + bk-2 =0 - bk = —m bk-2 , k=2,3,... >
—he = ... = __r -1 P =M 2m
bg=bg=--=0, bg= 4.7 by = 2.4.3.7 bo, ... - xp=1+ rzl 2-4-..--2m-3-7-----(4m-1)

El criterio del cociente prueba que, como debian, ambas series convergen [t . La x» es valida [t ,
pero x1 sélosi t>0 (en t=0 ni siquiera es derivable). Una x4q valida 0tZ0 es x1:|t|1/2[1+2].
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Mas complicadas son las cuentas para los otros dos casos del teorema:

Ej 3. t2x"+2t2x'+(t2+ %)X =0 t=0 singular regular; a*(t)=2t, b*(t):t2+% analiticas en R.

l 1 0 0
-1+, =0~ r=3 doble ~ x= 3 ci k+l/i2 lZO[k20|(tk+3|-/2+(2k+1)cktk+3/2+cktk+5/2]=O -

2k-1

1 1 1 k1 .
€1=-C0, Ck=— 2 Ck-1"}2 Ck-2+ K=2.3,... — €2=5C0,C3==gCo, - Ck=(-1)" | €0 ~ X1 =tl/2g-t

Como la raiz es doble, la otra solucion necesariamente contiene un logaritmo: xo = £3/2 ;obktk +Xq Int —

k-1/2

xg= 3 (ke M2 xgexpint = (ke ) )b - g s Pxpexpint

iZO[(k2+2k+1)bktk+3/2+(2k+3)bkt|<+5/2+bktk+7/2] + Int [t2x1"+2t2x1'+(t2+%)x1] =0
El dltimo corchete es O por ser x4 solucion (lo que acompariia al logaritmo siempre se anula).
- bozbl:bzz“-:O - x2:t1/2e‘tlnt
. 1
[Para comprobar el resultado podriamos hacer y = etx - t2y"+ Y =0 (Euler) - y=cq t1/2 4 Co 12 nt ;
también podriamos, una vez hallada la x, , haber calculado otra solucién utilizando la formula de 2.2:

124t &2 1/2 ot - 6 -
Xo =t-'¢“e” J’@ dt= t*< e Int, exactamente la misma solucion hallada con las series].

Ej 4. t2x"+2t2x'—=2x = 0 | t=0 es singular regular, a*(t)=2t y b*(t)=—2 analiticasen R.

El polinomio indicial r(r-1)+0.r—2 tiene por raices rq=2 y rp=—1. Asi pues:
SEIICH th*2 coz0 3 (k2)(k+1) o tk+2 + ¥ 2(k+2) o th*3 > 20k tk+2 =

2(k+1)

- Cq indeterminado , Ck:_k(k+3) Cy_1.k=1.2,... ~
_ 3 4 C K20+ 2K 2k-1)  _(-2)Kk+1
€17-€0. €27 50637150 = %k = 1 ) 1e43) (k1)(k+2) (k-2)(kt1) €O (k+3)r  ©C0
- _1 _ 2 KK+ s 2 (KKHD)(K+2) paq
Por tanto, eligiendo 00—6 , X1 = 3 (k+3)! t - X1'= ZO (k+3)! t

La segunda solucion (caso c] del teorema) es xo = lZDbktk_l +dxqInt, bg#0, d constante (quizas nula) -
—1)(k— tk=Liok— tK—2b thk—L | + —1+2t)x1 +2txq" | +dInt | tox¢"+2t“x1'-2X1 | =
k=1)(k=2)by t<~142(k-1)bytK-2by k=1 ] + d [ (—1+2)x1 +2txq' ] + dInt [ 2x7"+2t2x1—2x1 ] =0

Como siempre, el tercer corchete se anula, por ser xq solucion. Sustituyendo las series de xq y Xq' escritas
arriba en el segundo corchete y agrupando potencias de t:
—2bg—2by —2by t + [2b3+2b2—2b3—% +2?d] t2+...=0 ~ by=—bg,by=0,d=0; by, b indeterminados.

Como d=0, en la expresion de xo no aparece el Int. Sabiamos que debia ser bp#0 . El hecho de que también
b3 quede indeterminado se debe a que proporciona potencias t2 , comienzo de la serie de X1 . Elegimos bg=1y
b3=0 (para no recalcular xq ). Como en la regla de recurrencia cada by, depende de by_q es by=bg=---=0.

. 1 . . .
Concluimos que: xp = T (1-t) [es facil comprobar que satisface la ecuacion].

] 1-t t2e 2 o
[De esta x, obtendriamos otra con: Xxq = I(l—t)z dt, pero ahora la primitiva no es calculable,

aungue podriamos desarollar el integrando e integrar el resultado para obtener una serie solucion].

[En este ejemplo, si, en vez de partir de la raiz mayor de la ecuacion indicial, hubiésemos sustituido la x5 ,
habriamos obtenido las dos series de un tirdn; pero esto ocurriria por que casualmente resulta ser d=0 ; si
fuera d#0 so6lo obtendriamos la solucion trivial x=0 y deberiamos empezar de nuevo desde el principio].
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Para distinguir en el caso c] del teorema de Frobenius si aparecen logaritmos o no (es decir, sies o no d#0) no es
necesario hallar la expresion del término general, bastan con los primeros términos de la xq . Por ejemplo:

Ej 5. Estudiemos cuantas soluciones analiticas linealmente independientes tiene: | 2 tx"+(t-2)x'+3x = 0

t2x"+t(% -1)x'+ %X=0 - t=0 essingular regular con r(r-1)-r+0=0 - rq=2,r,=0.

Seguro que es analitica xq1 = ;Ocktk+2 -
;0[2(k+2)(k+1)cktk+l—2(k+2)cktk+1+(k+2)cktk+2+3cktk+2] = 20[2(k+2)kcktk+1+(k+5)cktk+2] =0.
Calculemos, por ejemplo, los tres primeros términos de esta primera serie:

tl: 0cp=0, cg indeterminado ; t2: 6¢cq+5cH=0, clz—g co » t3: 16¢co+6¢1 =0, c2:—§ cq1= 1% co

5

5
1At

5 5 .
- x1:t2—6t3+ﬁt4+ [ oxg =2t=

00

La segunda solucion  xo = lZobktk +d xq Int sera analiticasi d=0 ynolo serasi d#0 . Hay que trabajar:
Do k—1 . d . ._«< k-2 " 2 , d
X9 ‘l;kbkt +dxq Int+ X1 X2 —'sz(k—l)bkt +dxq"Int+ XXX -
lsz(k—l)bktk—l + 3 [k by tK—2kby tk=1] + go3bktk + 4dxy - %xl +dx;=0 -
3 3
0: —2b1+3bg=0 ~ by=, by ; tl: dbythy—4by+3b+8d-4d=0 ~ d=-by=—3 by#0

L . [ 3 3
Por tanto, la segunda solucion contiene el Int y no es analiticaen t=0: xp=1+ 5 t+- — 5 X1 Int .

Ej 6. tx"+ 2elx' =0 Sabemos resolver la ecuacion siguiendo la seccion 2.2, pero utilicemos Frobenius:

t=0 es singular regular[a*(t):Zet y b*t)=0 analiticas entodo R]. r(r-1)+2r=0 - rq=0, rp=-1.
La xq= lZock tK se ve (ja ojo!) que es Xy =1. Laotraes: xp= »Zobk tk1i+dint -
- 2. d P 3 d
X5 = go(k—l)bktk 24 Tox'E lZo(k—l)(k—z)bktk -2 -
_ _ 1 _ _
2bgt2+2bgt+-- —dt 1+[2+2'[+t2+§t3+ - Jldt1-bgt2+by+2bgt+-- ]=0 -

2 2bg—2bg=0 - bg indeterminado como debia.

1 —d+2d-2bg=0 - d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
1 3

02 2d-bg+20p=0 ~ by=5by-d =—} by

1 2
th: 2bg+d- 3 bo+2by+4bg=0 ~ by=ghbg

=

*t+§t2+---

Nw

- Xo=2Int+

‘-
Resolvamos la ecuacion ahora sin series: x'=v - v =TV o-

yocef2tletdt | o [(-2/t-2-t-t2/3+ )t _ 2 2t-t22-139+ =
1 1 2.1 3
5 2_...) +6(_2t_...) +] .

2 ST v I St AN P
=Ct" [1+(2t2t B4 )+ 5 (2= 5t

_ _ 3 4 1 3 2
X = K+ cI[t 2_otls 5 —gtt o Jd=K-Cl2Int+{ -St+ §t2+--.]
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3.4 Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

La ecuacion de Legendre es la ecuacion [L] | (1-t2)x"—2tx'+p(p+1)x = 0 |, p=0.

Resolvamosla primero en torno a t=0 que es punto regular. Como a(t)=—2t/(1-t2) y b(t)=p(p+1)/(1-t2)
son analiticas en |t|<1 la ecuacion tiene soluciones analiticas al menos en ese intervalo. Probamos pues:

X = lZocktk - lé[k(k—l)cktk_z—k(k—l)cktk] - llekcktk + lZop(p+1)ckt'< =0 - ck:—%c,@2 , k=2,3,...
__ P(p+1) __ (P2 PE-2(E(E+3) (P-1)(p-3)(p+2)(p+4)
- C=—"9271 C.C=— 32 C1.C= 41 0. Cg5= 51 ClL oy —
(o]
p(p—2)-:- (p—2n+2)(p+1)(p+3)--- (p+2n-1) 2
x;=1 +rzl(_1)n (2n)! n
(P=1)(p=3)--- (p—2n+1)(p+2)(p+4)--- (p+2n) 2n+1
X2_t+r21( )" (2n+1)] =t
Si p esun entero par positivo, p=2m, X; se convierte en un polinomio de grado 2m :
p:o — Xl =1 , p:2 — Xl = 1—3'[2 , p =4 _ Xl 1—10t2+ 35 4 y ees
Si p esimpar, p=2m+1,es X, quien se reduce a un polinomio de grado 2m+1 :
=1 & xp=t =3 - xp=t—2f =5 - xp=t— 23425
p=1 - X=t , PpP=5 - Xp=1l-30 , P=o - Xp=l-73 5

Se llama polinomio de Legendre de grado n al polinomio P, solucionde [L] con p=n0N, P,(1)=1 :

Pozl,Plzt,Pzzgz 53 3

P 354 15 2 3 63 .5 35
2+ P3=5t

3 _63 353,15
» Pg= g Utg Pemg U—y Uy

|2

t ’

Como Pn(—t)=(—1)”Pn(t) , los Py, tienen simetria par y los Ppq,4q impar.
Observemos que los Pyy41 Y las derivadas de los Py, se anulanen 0.
Se pueden probar ademas las siguientes propiedades de los Py, :

n(t)_ﬁﬁ(tz 1)" , férmula de Rodrigues.

P, tiene n ceros reales, todos en (-1,1). Los P, son ortogonales:

2
2n+1

J'_ll PyPmdt=0 ,si m#n ; I_ll Pnzdtz

Para las aplicaciones de la ecuacion [L] a las EDPs se necesitara saber qué
soluciones estan acotadas en +1 . Para estudiarlo resolvemos la ecuacion en torno a t=1 , haciendo s=t-1:

[L1] s(s+2)x"+2(s+1)x'—p(p+1)x =0
Para ella s=0 es punto singular regular, con a*(s)=2(s+1)/(s+2) , b*(s)=—p(p+1)s/(s+2) analiticas para |s|<2 .
El polinomio indicial tiene raiz r=0 doble Op . Dos soluciones linealmente independientes de [L1] son:
X = iocksk y Xp=l |iobksk +XxqInls|] , cp=1
y las series convergen al menos para |s|<2 . Sin necesidad de calcular ningun coeficiente podemos ya

afirmar que la x; siempre esta acotada en s=0 (t=1), mientras que la X, no lo esta (tiende a — si s-0).
Vamos a calcular x; y comprobar que si p=n obtenemos de nuevo los P, [pues x1(1)=1]. Debe ser:

iZZ[k(k—l)cksk+2|<(|<—1)cks'<—1] +zl[2kcksk+2kcksk_1] —gop(pﬂ)cksk: 0 - ¢= +12;k ) g ke12,
9@+1)S_+ M9+1HME+U—21|SZ+._ + +1 +1)-2.1]--- +1)-n(n-1 SN

2 16 2N(n1)2
Si p=n laregla de recurrencia nos dice que el c,4q Y todos lo siguientes se anulan. En particular:

662 p_3p 1.
16 25 T2

Se prueba que si p#n la x; no esta acotada cuando s-—-2 (t-—1) con lo que, salvo constantes, las
Unicas soluciones de [L] acotadas a la vez en t=1 y t=—1 son los polinomios de Legendre.

- Xq8)=1+

p=0 - x1=1; p=1 - xXy=1+s=t ; p=2 - Xq =1+3s+
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Otra ecuacion que aparece al abordar problemas fisicos es la de Hermite: [H] | x "—2tx'+2px=0

Como t=0 es regular, existe solucion analitica, convergente ademas en todo R. La calculamos:

x=3 ot~ 3 k(o2 - 2kok + 5 2podk=0 - o=2 =2 e s s k230 -
_ _ 2 _n (=p)(2-p)-- (2n—2—p) 2n n (1-p)(3—p)-- (2n-1-p) [2n+1
X = C1X1 tCoXy =Cq [1 +|le (2n)! ] +Co [t +r212 (2n+1)! ]

Como ocurria con Legendre, [H] posee solucion polindmica cuando p=n0ON.Si p=2m, la x; pasaa serun
polinomio de grado 2m,ysi p=2m+1 esla x, la que se convierte en un polinomio de ese mismo grado:

_ 1 - e —t e _ 2. —:_2.3.
p=0 - x1=1; p=1 - Xpo=t; p=2 - x1=1-2t"; p=3 - x2—t—3t ;

Se llaman polinomios de Hermite Hp(t) a las soluciones polinébmicas de [H] tales que los términos que
contienen la potencia mas alta de t son de la forma 2"t", es decir, a:

Ho=1; Hy=2t; Hy=4t?-2; Hy=8t3-12t ;

Citemos ahora, también sin demostrarlas, una serie de propiedades de los Hp que seran utiles, por ejemplo,
cuando aparezcan en fisica cuantica. Una forma de generarlos todos nos lo proporciona el hecho de que:

32 21
e2ts ST = IZO o Hp(t) sh (a la exponencial de la izquierda se le llama funcion generatriz de los Hp )

[Nos limitamos a comprobarlo para los 4 que ya hemos calculado:

3
(1+2ts+2t2s 2+4?s +) (1- 52+%s4 -)=1+2ts+(2t2—1)52+(4?t —2t)s3+ - 1.

2
De la funcién generatriz se deduce una formula de Rodrigues similar a la de [L]: Hp(t) = (—1)net gn et
0 2 20 _(1_g)2 0 0 2d .2
[Pues H(0) = 5qn 62575 |s=0 = eV 5 e |sg = (522, 55 =3 ) = (1)l 7 e =],

[H] no es la ecuacién que aparece inicialmente en cuantica, sino u"+(2p+1—t2)u =0 . Haciendo u=xe~t/2
en ella se llega a [H] . Se prueba, aunque no es facil hacerlo, que las Unicas soluciones u de la inicial
gue tienden a 0 si |t|- son las de la forma un(t):e—tZ/ZHn(t), llamadas funciones de Hermite de
orden n. Sélo estas up interesaran fisicamente.

Como los P, de Legendre, se puede ver que también las up son ortogonales, ahora en (—,0) :
J':o Up U dt :Ifzo HnHmedt=0 ,si m#n ; I_Oow u2dt :J'f; H2e~tdt=2"nIVn
[Lo comprobamos exclusivamente cuando n=0,1 :

_[jououl=_[f°002te—t2=0, [Loud=[ e =V, [Lou u2=—2te~t’| R 2 =2Vn |

Para expresar en forma compacta las soluciones de la Gltima ecuacién de

care B > , i 6l
interés fisico que vamos a tratar (la de Bessel) utilizaremos las propiedades de i
la funcion gamma (funcién que generaliza el factorial para niameros no r
enteros) definida por la siguiente integral impropia convergente:

F(s):_[g eXx51dx si s>0 , yextendida alos s<O mediante: )

_ I(s+n) . 1
F(s)——(Sm_l)._(sﬂ)S si —n<s<—-n+1, nON .
L . -2 -1 1 2 3 4
Se cumplen para la ' las siguientes igualdades:
F(1)=[p e*dx=1 ; F(U2)=2fg e Wdu=Vn; [(s+1)=-e *x|g+sr(s) =sT(s)
- [I(sth)=(s+n-1)---(s+1)sl(s) - TI(n+l)=n!, nON n
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La ecuacion de Bessel es: [B] | t2x"+ tx'+ (t2-p2)x=0 |, p=0.

t=0 es singular regular con polinomio indicial r2—p?, r;=p, rp,=—p . Entonces xlztplzocktk, t>0,

es una solucion (acotada en t=0 [Op) definida por una serie que converge en todo R. Llevandola a [B]:

)
k(2p+k)

IZO[k(2p+k)cktp+k+cktp+k+2]:0 L =0 ; o=
0] 0]

277 22(pr1) * AT (a1 (pe2)

Eligiendo co=1/[2Pr(p+1)] tenemos: B O e M tq2m | [funcion de Bessel
Jp®) =[5] 2o F(p+m+1) [5] de primera especie

, k=2,3,... -

(_1)m t2m ]

c1=cp=--=0; C e o X1 =cotP 1+0o
173 1260 o1 22T (p+1)---(p+m)

y orden p |
. £ (=1)M .t .2m hid —1)M t 2m+1
En particular es: Jo(t):ﬁzo((m?)2 [E] , Jl(t):rzom[i] ,

L Jo cuyas gréficas son las de la izquierda. Se prueba que, al
0.2 igual que Jo y J1,todas las Jp son oscilatorias y que
IE para t grande se parecen a:

Jy —/2 n
0.4 ‘]pD'\/E COS[t—(2p+l)Z]

0.2 . , L
m m /: Cada J, tiene un nimero infinito de ceros en (0,c0)
0 15W2“ [que deben conocerse para resolver algunas EDPs]:
-0.2 \w w los de Jy son: 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... ;

los de J;: 3.8317, 7.0156, 10.1735, ...

-0.4

Para calcular una segunda solucién linealmente independiente de [B] (necesariamente no acotada en t=0),
el método de Frobenius nos dice que si r{—r,=2p#0,1,... existe una x, de la forma:

—tPs b,k . : _ftP e )M tq2m
Xy =t lZobkt , t>0  (llevandola a [B] se tiene  J_n(t) =[] rZom! F(—p+m+1)[2] )

Si p0z, pero 2p0z (p=1/2,3/2,5/2,...),la Xo podria contener un Int pero se comprueba gque no es
asi (caso c] de Frobenius, pero con d=0). De hecho, haciendo p=1/2 en J:p se obtienen las soluciones

—f @ (_1)mt2m+1 ' ) 2
Jip() =/ 7 = —sent |, J )=--= —cost |,
1200 \/t R0 22M L (M+1/2)--- 1/2 [(1/2) \/ it -120) V it

gue son linealmente independientes (la expresion asintética es exacta para p=x+1/2 ). Como veremos que
Jp+1:2pJp/t—Jp_1 , todas las J2n+1)/2 , NOZ , son funciones elementales (las demas Jp no lo son).

Para p=n N el atajo anterior no sirve, pues es facil ver que cambiando n por —n la J_, que aparece no es
independiente de J, [es J_n=(-1)"Jp ]. Tendriamos que hallar las x, de Frobenius (y obtendriamos un Int
en su larga expresion). Por ejemplo, para p=0 (que seguro contiene logaritmos) se acaba obteniendo:

2 (=1m+l 1 14rt+2m : [funciéon de Bessel
Xo) =S S+ 5 ++ ][5] + Jp®Int = Kg®) , t>0  de segunda especie
nZO (mh)2 2 mit2 y orden 0]

Pero en muchos problemas fisicos en los que surge la ecuacién [B] es necesario que las soluciones estén
acotadas, y para ellos no servird de nada el conocimiento de estas complicadas segundas soluciones.

Lo que si puede ser util en el futuro sera conocer las siguientes propiedades de las derivadas de las Jp :

%[thp(t)]:thp_l(t) , %[t‘pJp(t)]:—t‘pJpﬂ(t) (En particular es [tJ7]'=Jg , [Jo]'=—J7 ).

_1)m t2m+2p

p © (_1)m t2m+p—1
=t
M+Dmi M(p+m+1) r\ZO 22M+P=1 1 r(p+m)

Son inmediatas: d y similar la otra).
dt 22
=0

Derivando y despejando la Jy enambas: Jp =Jp—1-— th‘]p =—Jp+1+ J?Jp 0 | Jp+1= 2th Jp—Jp-1

relacion de recurrencia, ya citada, que expresa cada Jp+1 en funcion de las anteriores .
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3.5 El punto del infinito

Nos preocupamos por el comportamiento de las soluciones de una lineal de segundo orden para grandes
valores de t. En pocas ocasiones una ecuacion es resoluble elementalmente. Por otra parte, las soluciones
en forma de serie (salvo que se puedan identificar con funciones elementales) no dan ninguna informacién
para grandes t, incluso aunque converjan para todo t . Si queremos ver lo que sucede cuando t- o, la idea
natural es efectuar el cambio de variable t=1/s y estudiar el comportamiento de las soluciones de la
nueva ecuacion cuando s - 0%, que sera facil de precisar si s=0 , llamado punto del infinito de la
ecuacion inicial, es punto regular o singular regular de esta ecuacion.

A diferencia de los cambios s=t—to que no modifican las derivadas, para hacer este cambio debemos
acudir a la regla de la cadena. Denotando las derivadas respecto a s con puntos tenemos:

ds 1. 1. 2- . .
G X X E gk Ex - | x=-stx, xt=st R+ 283K

-1 .
t=, - X=X

Ej 1.| ( 1+t2) X"+tx'=x =0 Estudiemos su comportamiento para grandes valores de t:

t_l
s

2
(1+ )s? x+(1+ ) 23 x—s?x x = s2(1+52)% +s(1+252)x —x =0 .

Para esta ecuacion s=0 es singular regular, con r==1, con lo que sus soluciones para s>0 son:

X1 = lZoCk sk*l = cos+c132 +e, G20 Xxo= lZobk sk-l+dx, Ins, by#0 .

Cuando s - 0™, la primera solucion x4 — 0, mientras que la segunda xq — « (si by>0,sea d=0 6 d+0), con
lo que dedummos sin necesidad de resolver nada, que existen soluciones de la ecuauon inicial que, cuando
t - o, tienden a 0, mientras que otras tienden a o, y por tanto son no acotadas para grandes valores de t.

[Como la ecuacidn es resoluble elementalmente puesto que xq =t es solucién que salta a la vista,
podemos en este caso concreto hallar su solucién general y comprobar las afirmaciones anteriores:

= t_[t_ze fadt _ tJ' = N1+2 . x=c t+ c:27_1+t2 )
t27_1+t2
—C

Las soluciones de la forma C(t—7_1+t2 =————— - 0 ,yotras claramente tienden a o .
t+V 142

De paso observemos también que x1 =t = s ©s la solucion x5, que hubiéramos obtenido arriba (es d=0)].

Para las ecuaciones de Hermite y Bessel de la seccion anterior hacer t=1/s parece adecuado para conocer
su comportamiento para t grande, pero por desgracia, se comprueba que el punto s=0 en ambos casos es
singular no regular. Aunque para Legendre lo interesante fisicamente es lo que sucede en [-1,1] , vamos
a analizar su punto del infinito. En 3.4 obtuvimos sus series solucion en torno a t=0 (que hablan sélo de lo
gue ocurre en |t|<l)yentornoa t=1 (hablan de t(J(-1,3) ). Haciendo en Legendre s=1/t obtenemos:

L] (1-t2)x"=2tx'+p(p+1)x=0, p=0 — [Lo S2(s2-1) % +2s3 X +p(p+1)x=0.

Para [L.] es s=0 singular regular, con a*(s)=2s2/(s2-1) y b*(s)=p(p+1)/(s?—1) analiticas en |s|<1 . Las
series solucion de [Lo] convergeran al menos en ese intervalo y de ellas podremos extraer informacion, por
tanto, sobre las soluciones de [L] para |t|>1 . Como el polinomio indicial de [L,] es r2—r—p(p+1) (de raices
1+p y —p) y como paratodo p=0 es ry;=1+p>0 deducimos, por ejemplo, que siempre hay soluciones de
[L] que tiendena O si t- oo,

Py ok L 0 s s_oF- @) 5 ok
(Pues x,(s)=s gocks 0 si s-0"; osea, x,(t) gockt 0 ).
Resolvamos por series [L«] en el caso mas sencillo: p=0 (Unico valor para el que s=0 es regular):

x:;Dcksk - Cy = k_TZ Ck2, k=2,3,... - X=cg+cq[s+ %s3+ %55+~--]: co+cl[t_1+%t_3+ %t_5+--- 1.

serie (no de potencias) que nos describe las soluciones de [L] para |t|>1, valores para los que converge.

C]_ | l+t

. 2\ 1 " [ -
[De otra forma: (1-t9)x"+2tx'=0 — x'= ;"5 - X= c0+c12 n[1 -1 = c0+c12 In|1 S| vélidas si t,s#1].
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