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Sobre las versiones de los apuntes

La primera versién de estos apuntes fue la de 1999, adaptacién de los apuntes de EDOs
para la asignatura Métodos Matematicos Il de un viejo plan de estudios, en los que se tra-
taban algunos temas mas avanzados (la asignatura actual es de 2° curso en lugar de 39,y
tiene 6 créditos (4 horas semanales) en lugar de 7.5 (5 horas)). Desaparecieron resultados
de prolongabilidad, estabilidad, soluciones periddicas, funciones de Lyapunov...

En la version 2000 sobre todo se introdujeron bastantes ejemplos nuevos en muchas
secciones (en 1.1, 1.2,2.2,2.4,2.5,3.2,3.3,4.2,4.3 y 4.4), pasaron a estar en ‘letra peque-
fAa’ algunos temas (métodos numéricos o transformadas de Lapace de la &, por ejemplo),
aparecié la ecuacién de Hermite,... y como todos los cursos se modificaron los problemas
incluyendo los de examen, se trasladaron otros a los adicionales...

En el afio 2001 hubo pocas novedades (ligeras precisiones nuevas en un teorema, cam-
bios de problemas, coreccién de erratas...) y casi lo mismo en el 2002.

En la versién 2003 principalmente se modificé la introduccién a los apuntes y se rees-
cribieron y se afiadieron diferentes ejemplos a las secciones 1.3 y 1.4 (las que suelen tener
mayor dificultad de comprensién). En 2004 no hubo cambios apreciables en la parte de
teoria.

La version 2005 mantuvo los contenidos de las anteriores, pero se retocaron casi to-
das las secciones (y ejemplos), algunas ligeramente y otras bastante profundamente. Los
mayores cambios fueron:

e En 1.1 se dio més sitio a las lineales. Se detallaron més las técnicas generales de dibujo
en 1.2. En 1.3 se aclararé el uso de la ecuacién equivalente. En 1.4 se insistié mas en las
lineales. 1.5, 1.6 y 1.7 cambiaron poco.

e 2.1 quedé casi igual. Algunos teoremas sobre sistemas en 2.2 cambiaron de sitio, se
afadieron comentarios y se extendieron ejemplos. La seccién 2.3 se dividié en dos y pasé
2.4 a contener la estabilidad. El nuevo 2.3 pasé a tratar primero las ecuaciones de orden n
y luego los sistemas, y la estabilidad de 2.4 también se retocé (con nuevos ejemplos en los
tres casos). En la transformada de Laplace (nuevo 2.5) se afiadieron comentarios y ejemplos
y se reordenaron otros. Las soluciones periddicas sélo tuvieron cambios cosméticos.

e 3.1 cambidé poquito. 3.2 pasé a empezar por un ejemplo y se redacté de nuevo el teo-
rema. En 3.3 se pasé a trabajar desde el principio en t=0, introduciendo antes la [e*], y
la constante a del teorema de Frobenius pasé a llamarse d. Se sacaron del viejo 3.4 las
alusiones al punto del infinito (formando una nueva seccioncilla 3.5) y se pasé a presentar
la funcién gamma antes de tratar Bessel.

e 4.1, 4.3 y 4.4 casi no cambiaron. Se afiadieron a 4.2 dos ejemplos lineales, la matriz de
la aproximacién lineal pasé a llamarse M, se traté de argumentar de forma mas sistema-
tica dénde conviene evaluar el campo v y cémo hallar alguna solucién del sistema, y se
agruparon al final los ejemplos de ecuaciones.

Las introducciones a cada capitulo fueron todas retocadas. Y también algo la bibliografia.

Los problemas se reorganizaron bastante. Pasaron a existir 4 hojas de problemas, suficien-
tes para controlar los aspectos béasicos de la asignatura, y otras 8 con problemas adicionales.
Las hojas eran las viejas hojas comunes de la asignatura a las que se afiadieron unos cuan-
tos problemas de temas que antes no contenian (no eran comunes a todos los grupos) y
otros de exdmenes del curso previo. Los adicionales incluyeron el resto de los elaborados
a lo largo de los afos: unos similares a los de las hojas y que no merece la pena incluir
en ellas y otros que tratan de temas tangenciales a la asignatura (dependencia continua,
céalculo numérico, ecuaciones con la §, propiedades de funciones especiales, problemas con
puntos no elementales, aplicaciones,...].

En la version 2007 (en el 06-07 no fui profesor de EDI) no se tocé la teoria. La porta-
da pasé a incluir la nueva pdagina del departamento y se cambiaron de sitio y contenido
estas notas sobre las sucesivas versiones. Las ‘hojas’ de problemas pasaron a llamarse ‘pro-
blemas’, conteniendo ejercicios de examen del curso 05-06 y pasaron a estar numeradas
continuando la teoria. Los problemas retirados de las hojas se fueron a los ‘adicionales’ y de
estos (transcritos ya también a KTEX desaparecieron algunos que (junto a otros) constituye-
ron los problemas para trabajar en grupo y entregar en el grupo piloto.



Hacia mayo de 2007 hice la transcripcion al IATEX (utilizando letra "palatino’) de los apun-
tes de 2007, con bastantes pequefias modificaciones para ajustar el texto anterior a los
nuevos tipos y margenes.

Y esta es la versiéon 2008, con muy abundantes pequefias modificaciones:

e Para recuperar algo del estilo de los viejos apuntes en helvética, la letra es ahora la
similar (sans serif) bitstream vera (paquete 'arev’ en KTgX) y se han ampliado los margenes,
intentando dar un aspecto menos denso a los apuntes. En la actualidad constan de 90
paginas de teoria, 4 de problemas y 8 de problemas adicionales.

e La seccién 1.1 sélo tiene cambios de estilo, resaltando los grandes tipos de ecuaciones
resolubles. En 2.2 se reordenan los ejemplos y se sustituye uno por el 5. En 2.3 se retrasa
algun ejemplo y se afade el andlisis de los de 2.2. En 2.4 se abrevia aun mas la (en letra
pequefia) dependencia continua. En 2.5 se incluyen los ejemplos auténomos de evolucién
de poblaciones de la seccién 2.7 de 2007 (que desaparece). 2.6 permanece.

e 2.1 no cambia. En 2.2 y 2.3 se resaltan titulares de las subsecciones, se desarrolla mas
algun ejemplo de 2.2 y se amplian los ejemplos de ecuaciones en 2.3. En 2.5 se reordenan
ejemplos. 2.4 y 2.6 casi igual.

e 3.1 igual. En 3.2 se retoca algun ejemplo. En 3.3 se afiade el ejemplo 2 y se amplia el
(ahora) 5. 3.4 y 3.5 se mantienen.

e 4.1 tiene pocos cambios. En 4.2, aparte de algunas reordenaciones y ligeros cambios,
se resaltan las técnicas concretas de dibujo y cédlculo de soluciones, y es nuevo el ejemplo
7. Son nuevos en 4.3 los ejemplos 3y 5. En 4.4 aparece el ejemplo 4.

e Se han retocado y extendido todas las introducciones (la global y la de cada capitulo). La
bibliografia no se modifica. Los problemas si lo hacen bastante (incluyendo nuevos inventa-
dos para los problemas y parcialillos del piloto o para los exdmenes finales). Los retirados
han pasado a adicionales.



Bibliografia
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Las secciones 1.1 y 1.2 se pueden encontrar en casi todos los libros anteriores.

Hay resultados de existencia y unicidad (1.3) en todos los libros y varios demuestran el
TEyU; la muy larga y avanzada demostracién del TE estd en G. La prolongabilidad sélo suele
ser tratada en los libros mds rigurosos (como F y G); algo se dice sobre el tema en R, Py H.

La teoria general de estabilidad (1.4) es propia de libros mas avanzados, como el G, y
se suele tratar en el marco mas general de los sistemas de ecuaciones. La mayoria de los
libros méas elementales (por ejemplo Bd y P) se suelen limitar a tratar la estabilidad de
soluciones constantes de sistemas auténomos (en los apuntes en el capitulo 4). Algunos
de ellos (como F) estudian también la estabilidad de sistemas y ecuaciones lineales con
coeficientes constantes (2.4 en los apuntes). De dependencia continua hablan R, E, H, F y
G.

La seccién 1.5 sigue, en general, al P. Ideas interesantes (mas avanzadas) se dan en F.

Para ampliar el calculo numérico (1.6) estd muy bien el capitulo 8 del Bd; véanse también
Ry Br.

La mayoria de los libros incluyen aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a problemas
reales; tal vez las més curiosas se encuentren en el Br.

Los teoremas generales de 2.1 se pueden estudiar en G.

Casi todos los libros empiezan estudiando directamente las ecuaciones lineales y después
se ocupan de los sistemas, lo que tal vez resulte mds pedagdgico (los apuntes, para ahorrar
tiempo, lo hacen al revés, pero es interesante leer alguna vez este otro camino). Ademas
suelen incluir repasos, mas o menos detallados, de la teoria de matrices (véase, por ejemplo,
Bd, P, H o F), ocupandose algunos de la forma de Jordan.

La transformada de Laplace (2.5) se utiliza en Bd, Br, R, Sy F.
Para ecuaciones con coeficientes peridédicos (2.6), ver P.

La soluciéon por medio de series (capitulo 3), tanto en torno a puntos regulares como en
torno a singulares regulares, se puede consultaren Bd, S, Bry R. En S, por ejemplo, se puede
ver alguna demostracién no hecha en los apuntes. El mismo libro incluye un estudio sobre
las propiedades de diferentes funciones especiales.

Los mapas de fases (capitulo 4) se tratan con detalle y rigor en el P (incluyendo la com-
plicada demostraciéon del teorema 1 de 4.2), aunque también son recomendables las dife-
rentes formas de estudiarlos de Bd, Br, R y H. En varios de ellos se puede leer el estudio
de las funciones de Lyapunov (para el andlisis de la estabilidad de puntos criticos) y de los
ciclos limite, no incluidos en los apuntes. Para resultados mdés avanzados sobre sistemas
auténomos (bifurcacion, caos...), consultar F.



Algunos libros pueden ser Utiles para parte de Ecuaciones Diferenciales Il. Bd, R, Bry S
estudian los problemas de contorno para EDOs y el método de separacién de variables para
la resoluciéon de EDPs lineales de segundo orden. Las EDPs de primer orden, lineales y no
lineales, se tratan en E.

Hay un capitulo dedicado a la historia de las ecuaciones diferenciales en G, una pequefia
seccién en Bd y diversos apuntes histéricos en S.

Otro tema relacionado con las ecuaciones diferenciales, el célculo de variaciones, se ve
en Ey S. Y las ecuaciones en diferencias ocupan casi la mitad del libro F.



Introduccion

Una ecuaciodn diferencial es una ecuacién en la que aparecen derivadas de una
funcién incognita. Si tal funcién es de una variable la ecuacién se llama ordinaria
(EDOQ). Si es de varias variables, la ecuacién es en derivadas parciales (EDP).

Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son:
[1] y/(t)=—ay(t) [ecuacidn que rige la desintegracion radiactiva]
[2] y/(t)=by(t)[M—-y(t)] [describe la evolucién de una poblacién animal]
[3]1 (L—-t2)x”’(t) — 2tx’(t) + p(p+1)x(t) = 0 [ecuacién del Legendre]
[4] x”(t) + dsen[x(t)] = 0 [ecuacion del péndulo]
[5] xV(t) + Ax(t) = 0 [ecuacién de las vibraciones de una vigal]
Y son ecuaciones en derivadas parciales, por ejemplo:
[6] uf( + u)z/ =1, con u=u(x, y) [ecuacién eikonal o de la éptica geométrica]
[7] ut—k[uxx+uyyI=F(x,y, t), u=u(x,y,t) [ecuacién del calor en el plano]

[8] ust—Cc2uxx = F(x, t), con u=u(x, t) [ecuacién de la cuerda vibrante]

(en las ecuaciones anteriores, a, b, M, p, d, A, k y ¢ son constantes
y las funciones F son conocidas).

Se llama orden de una ecuacién al orden mas alto de las derivadas que aparecen
en ella. Asi, [1] y [2] y la EDP [6] son de primer orden; [3] y [4] y las EDPs [7] y
[8] de segundo orden, y la ecuacién [5] es de cuarto orden. Una ecuacién es lineal
cuando las funciones incégnitas y sus derivadas sélo aparecen como polinomios de
grado uno. Segun esto, son lineales [11], [3], [5], [7] y [8] (aunque las F de las dos
Gltimas sean lo complicadas que se quiera) y no lo son las otras tres, [2], [4] y [6].

Solucidn de una EDO de orden n es una funcién, n veces derivable, que al ser
llevada a la ecuacién la convierte en una identidad. Asi, y(t)=e~9t es solucién de
[1] pues y’(t)=—ae % =—qy(t). Mas aln, también lo es toda funcién y(t)=Ce~at
para cualquier constante C. A esta expresién, que, como veremos, recoge todas
las soluciones de la ecuacidn, se le llama solucién general. Para precisar una
solucién particular serd necesario imponer ademas alguna condicién inicial
(al conjunto de la ecuacion y el dato inicial se le llama problema de valores
iniciales). Para [1], de primer orden, basta imponer el valor de la solucién en un
instante t dado: por ejemplo, y(0)=7 determina y(t)=7e~9 . La solucién general
de una EDO de orden n contendrd n constantes arbitrarias y deberemos dar n
datos iniciales (para [5], los valores de x, x’, x”” y X’ en t=0 o0 en otro t=ty;
[5] mas esos 4 datos sera alli el problema de valores iniciales). [Las condiciones
para aislar una solucién Unica de una EDP son mas complicadas y variadas].

Aungue seria nuestro principal deseo ante cualquier ecuacién diferencial, hallar
su solucién general sélo sera posible en contadas ocasiones (incluso para
las EDOs de primer orden; serd mas dificil cuanto mayor sea su orden, mas para las
ecuaciones no lineales, y mas aun para una EDP). Parte de la teoria de ecuaciones
diferenciales (la mas desarrollada en estos apuntes) describe los escasos métodos
de resolucién. Pero otra parte importante se dedica a obtener informacién sobre
las soluciones de una ecuacién sin necesidad de resolverla: icudndo tiene un
problema de valores iniciales solucién Unica?, équé aspecto tiene la grafica de
las soluciones?, écOmo se comportan asintéticamente?, écdmo calcular (con un
ordenador) sus valores aproximados?, ...



Estos apuntes estudian las EDOs. El capitulo 1 se dedica a las ecuaciones de
primer orden y’=f(t, y(t)). Comienza describiendo los escasos métodos elemen-
tales de integracién y pasa pronto al resto de su teoria: dibujo aproximado de las
soluciones, existencia y unicidad (si las funciones que aparecen en la ecuacién son
discontinuas o no derivables puede que no haya solucién o que haya mas de una
satisfaciendo un dato inicial), prolongabilidad (ien qué intervalo esta definida ca-
da solucién?), estabilidad ({se parecen entre si las soluciones con datos iniciales
préoximos para t grande?), ecuaciones auténomas (las de la forma y’=f(y(t))) y
célculo numérico.

El capitulo 2 trata de los sistemas de n ecuaciones de primer orden y de
las ecuaciones de orden n sobre los que mas informacién se puede obtener y
gue mas veces son resolubles: los lineales. Primero se generalizan las propiedades
vistas de las ecuaciones de primer orden. Luego se tratan, para ir fijando ideas, los
sistemas de 2 ecuaciones lineales y las ecuaciones lineales de orden 2 (siempre
resolubles si los coeficientes son constantes). Se pasa después al orden n general
(se podran resolver ya menos veces), se estudia su estabilidad y se introduce la
técnica de resolucién mediante transformadas de Laplace. Hay una breve seccién
sobre soluciones periddicas de lineales.

El capitulo 3 describe cémo resolver las EDOs lineales de segundo orden con
coeficientes variables utilizando series de potencias (Unico método posible en
la mayoria de las ocasiones), en torno a los llamados puntos regulares y a los
singulares regulares, incluido el llamado punto del infinito. Se aplica este método
a tres ecuaciones particulares de interés fisico: la de Legendre, la de Hermite y la
de Bessel.

El capitulo 4 estudia los dibujos (llamados mapas de fases) de las proyeccio-
nes sobre un plano de las soluciones de los sistemas de dos ecuaciones auténomas,
sistemas en los que casi nunca se puede hallar su solucién general (pero muchas
de las propiedades de las soluciones estaran a la vista en el mapa de fases). Tras
tratar las propiedades generales, clasifica los mapas de fase en las cercanias de
los puntos proyeccién de soluciones constantes (basdndose en los dibujos sencillos
de los sistemas lineales), trata un tipo concreto de sistemas (los exactos) y acaba
analizando casos dudosos de la clasificacién citada.



