Soluciones a los problemas 1-16 de Calculo I (2006-2007).

.a) Six > 2, numerador y denominador son > 0, si x < —2 son negativos. A = (—eo, —2) U [2,0) .
b) 5<x—-3<5=-2<x<8.A=(-2,8).

O)X—51>24n 6 x—51 < —4n=x>91 6 x <. A= (—oo, | U [97,00).
Hx<4/T=x(x-7)=0=x=0;x>4/T=(x—1)(x+8)=0=x=1.4A={0,1}.
e)2<1-1<2=1>1yl<3= (x>06x<-1)y(x>16x<0).A=(—c0,—1]U[],00).
Hx(x—1)(x+2)>0.A=(=2,0)U(1,00).

Q) x(x—2)<l=-1<x(x—2)<l=x-2x—1<0,x>-2x+1>0.A=(1-v2,1)U(1,14+2).
hHx<0=-2x+3<5=x>-10<x<3=x—x+3<5x>3=>2x—-3<5=>x<4.A=[-14].

.a) (—oo,—2)U(2,7)U(7,00). No tiene infimo ni supremo. Es abierto. No es cerrado
b) Infimo = —2 (minimo). Supremo = 2 (médximo). No es abierto. No es cerrado.
c) Infimo = —1 (no es minimo). Supremo = % (maximo). No es abierto. No es cerrado.
d) Infimo = 107 (sin considerar n = 0) (minimo). No tiene supremo. No es abierto. Es cerrado.

e) No tiene infimo ni supremo. Esta acotado. Es abierto. Es cerrado.

.)D;=R—{8}, b)D,=(—1,1), o)D=R—{£\/ZL neN}, dD,=[e"",¢].

=/3+2= V2" D= (o0, ~1JU(0,0) . (gof)() = 25 . D= (-2,0).
(fof)(x) = VVx+2+2,D=[-2,0). imf=[0,00),img=R—{0}. f'(x)=x>-2, Vx€[0,).

. cos2x —sen’x — 5cosx —2 = 2cos’x —5cosx—3 =0 — cosx = —% (= 3 imposible) — x = i%” +2km.

b) logx? =log(x+2) , x> —x—2=(x—2)(x+1) =0 — x=2 (x=—1 no lo cumple).
c)Six> ], ellogx = x2 « 8y — x<8;si0<x<1,e2lloe =x 28y — x> % x e (%,8).

d) |tanx| <1 & x € U(=2E, 30y (=2 Iyy (3£, 22y (£ 22)y. ..

) ay— 1. fa— 1= <2 cesin>N>2 1. £=1,0.1,001 = N = 2,20, 200.

b)b, —0.|b,—0[=10""<e.Sie=1=N=8,e=01=N=9,e=001=N=10.
c) ¢y — 0. [200e05n=2n| < 00020 < ¢ o p2e —2n—300 >0 = n >N > 1(1++/1+300¢).
Sie=1,0.1,0.01 =N =19,66,301. (Con calculadora se ve que bastan: N = 17, 61, 293).

. a) ||ay| — |a|| < |a, — a| < €. La implicacién inversa es falsa (a, = (—1)" diverge, pero |a,| converge).

b) |2 —a?| = |a, +al |a, —a| < (K + |a])|a, — a| con |a,| < K. La implicacién inversa no es cierta.

. )n2 - diverge a —oo ; b)”niv;ffjfﬁo; c)(—l)”(v\"/%l—1>—>0;

3
(\/ 1—1) diverge a oo ; e) (2— ) diverge a oo ; f)zlﬁ —”22—;1—>%;
2 1 . V2n—

g) (—1)"/n—ndiverge a —oo ; h)ﬁ—%; 1)n< 2 \f)

R i Y N e S L R R 1)1+---+%: l’zﬁ —2.

n2+SSenn n—1 ]_%




2 (1—b)n*—an a
9.a) Vn*+an—bn= WH: .Si b# 1 diverge. Si b=1 convergea 5 .

b) (a"+b")'/" — méx(a,b). c)a=1= (a—i—;) —¢e?.Si a>1 diverge.Si a < 1 el limitees 0.

10. Induccién: a1 <2, a, <2 = apr1 =2 +a, <V2+2=2.
ani1 =2+ a, >a, = a:—a,—2=(a,+1)(a,—2) <0,y estoes cierto pues 0 <a, <2.
a, —a,a,_ 1 —a=a=+24+a=a=2.

)

11.a) f(x) = 1+ v/4+x continuaen x=0: |V4+x—-2|= W <5 = 0=2¢.
1 . 1 1
b)xlgl;lol 5=0: V£>OE|K—\/E>0talque51x>Kentonces |W|<ﬁ<£'
. 1+x . 14+x 1
) lim —==co: VK >036 >0 tal que, si 0 <x <& entonces —— > K . Basta tomar 6 = +75.
x—0T X X

12. f g pares = f+g, fg, fog pares. f,gimpares = f-+g, fog impares, fg par.
f par, g impar = f+ g noes par ni impar, fg impar, fog, gof pares.
Si f es impar, h’n(l):b y{a,} — 0 es lim f(a,) =b= lim f(—a,) = — lim f(a,) = —b = b=0.

-1 sixeQ . . o .
13. f(x) = { | sixcR-Q discontinua en todo R. Pero |f(x)| =1 continua en todo R.

flx)= { 0 sixs#0 es continua en x # 0 y discontinua en 0.

1 six=0
0 sixeQ . . .
X) = . es continua en x =0 y discontinua en R—{0}.
ro={)8rEa g y 0}
14.a) lim 3% = Jim % =1 | 1im 3%* = Iim 3% = —1 ; no existe limite.
x—0F ] x—0t ¥ x—0~ ] x—0— %
2 2
b) lim ¥ = 1im*H= limx=1-0=0. ) lim*&* = lim** 1mi2 =00,
x—0 X x—0 X x—0 X —0X
d) lim arctan(logx?) = -7 e) lime'/* sen % no existe, lim el/* sen® = 0 ; no existe limite.
x—0 x—0+t x—0~
2 2 2
lim logl = oo, lim £ = oo 1fmﬂ:—oo. h) lim*=L = lim(x +1) =2,
f)x—>0+ gx g) x—1t x—1 ’ 1 x—1 )xal x—1 x~>1( T )
2-1 3 31 sen(x—1)? . sen(x—1)% x—1 P senx
=3. im = lim —==1-0=0. k) lim (1 —x)*"* =0.
x—1 ) —1 X1 o1 (=12 x+l1 ) xal*( )
arcsenx __ T z l . . . .
D xlil}lﬁ =7. m) hm 3 +21 7 =0, hmi 3 +21 357 = 3 > ho existe limite.
_ 1 . 2 _ _ 1 . 2 _
n,n) lim I 0) lim (vVx—x—x lim =—5. Iim (Vx*—x—x) =o0.
) j[003+21/x ) X_m( ) Jm /7x2—x+x 5 p) x_)_m( )
nlo- x+141100 . xfsen’x _ 1
@ lm 5 = lim (575) = 70 - 1) lim 57 =5
o Va4l e VItx2 1 =X i imi
§) lim 5= = lim =oe— = 1. 0 lim arctan(logx”) = 7. u) No existe limite.

15. Si fuese f(0) =

6 f(1) =1, serfan puntos fijos. Sea f(0) >0, f(1) < 1. Entonces el teorema de Bolzano
aplicado a g(x) = f(x) —x asegura que hay x € (0,1) con g(x) =0.

16. f — b= 3K/|f(x)—b| <1=|f(x)|<1+|b|six>K = f acotada en [K,). Y en [a,K] lo esta por ser
X—00

continua. No tiene que alcanzar su valor maximo (por ejemplo, f(x) = —e™* no lo hace).



Soluciones a los problemas 17-42 de Calculo I (2006-2007).

17.a) f'(x) = 3x*sen! —xcos i, f/(0) =0. f”(x)=6xsenl—4cosl—1senl en R—{0}.
b) ¢'(x) = 1+log|x|,en R—{0}. g"(x)=1,en R—{0}.

og|x og |x 2
enR—{0}. h'(x)=— 2“;8[11 i"('kf;&)f}'z') I enR—{0}.

X3 —2x six>1 B3 2 six>1
o ={ 370 v ={;

/ 2
O ) = Satiog kT

six<1’ 2— BB six<1
/ _ 2x 1 1 " _ 8x*—2x2—2 1 1
W= (avme ) MW= e o )

f) m'(x) = (5x2+2x+1)(3x+1)"*3 en R— {—1}. m"(x) = 2(5x+4x—1)(3x+1) 7P en R— {—1}.

18. Por continuidad: a+b = 1. Por derivabilidad: —1=2b. a=5, b= —

NS]ION]
=

19. La ecuacién de la recta tangente a f(x) en x=a es y = e* 4[(2a— 1)(x—a) + 1], que pasa por

el origen si: 2> —a—1=0=a= —% , 1. Por tanto, los puntos pedidos son: (—% , e3/4) y (1,1).

20. Buscamos x € (0,1) con f'(x) = m = I (pendiente de larecta). x=1—4/2 —1 lo cumple.

[Que existia un ¢ con esa pendiente se podria deducir del teorema del valor medio].

—1+4/x, x€(0,4]
2. g(x):{ 1 —4/x, x € (—o0,0) U[4,00) 3

iy —4/x*, x€(0,4)
8'0x) = { 4/x%, x € (—o0,0) U (4, )

| N

Rectas tangentes: y=x+5, y=—x+3. Corte: (—1,4). >0 > 4
22. Derivando implicitamente: y'(x) = —lﬂz%ayz —/(2) =—3 . Larecta tangente es: y =2—3%.

[La y no se puede despejar, pero si se podria despejar la x ].

{0}

23. f/(01) =2, f’(O*) =0=>noes derivableen x=0. f'(x) #0en [—1, 1]
1) = méximoen x=} .

7
f decrece en (—3,0) y crece en (0, %) = x =0 es el mfnimo. f(—3) < f{(
24. f/(x)=0=x=73.f(1)=%, f(—1) = —Z ++/3log3 . Mdximo en 1 y minimo en —1.

25.a) f(—8) = =52, f(64) = —16, f(0) =0, f'(27) =0, f(27) = —27. Minimo en —8 y méximo en 0.
b) g(0) =2, g(n)=7+2,¢(3)=%. ¢ (£)=0, g(£) =Z++/3.Mmimoen ¥ y miximoen 7.
¢) W' (x) =0 < x=4. Valor minimo: A(4) = 7+/2. El valor méximo no existe.

26. f'(x) =1 —2senx — en x = ¢ valor maximo. El valor minimo serd f(0) =2 < f(1) = 1+2cos1,

pues cos1 > cos% = % (o porque, como veremos, cosl =1— % +ee > % , serie de Leibniz).

f/(x)>1—2sen} >0 si x € [—4,5] = existe 1. Como f~!(2)=0 (es £(0)=2): (f1)(2) = f’%O) =1.

27. f'(x) = chx et 41 > 0 Vx = f es estrictamente creciente en todo R = existe su inversa.

Al ser f derivable, f~! también lo es y se tiene que: (f~')'(1) = W (? f’zO) =1.
J U F(0)=1




. Bol
28. f(5)=e—5—1>0, f(r) = —m <0 y f continua 2" ge anula al menos una vez.
Como ademds f'(x) = cosxe*"*—1 <0 en (5,7) (cosx es negativo y la exponencial es positiva),

f es estrictamente decreciente en |7, 7] y, por tanto, se anula exactamente una vez.

29. f'(x) = 25555 = f decrece en (~1,0] y erece en [0,1). f(3) = 5 < § < /(%) = {¢ ¥ f continua

en [%, %] =3dce (%, %) con f(c) = % . Al ser f creciente en el intervalo, el ¢ es tnico.

2 _3x+1 —x)(x—
30. f(x)= _):;x(l—lj-cxt) =G 3§(1)Efx2;+) , con xy = %ﬁ 2<V5<3 = x_€(0,%), x4 €(3,3).

f x__’(>)+oo, f decrece en (0,x_], f(x_)>0 [arctanx,—logx > Oen (0,1)],
f(1)=7%, f creceen [x_,x;] ydecrece en [x;,), f S0 =

la continua f corta una dnica vez el eje x enun ¢ > x; de (0,).

f estrictamente decreciente en [3,00) = es inyectiva en el intervalo.

f/(l):4€2 Bolzano
re=-¢ =

2
. x 41 wioo L 2x 1
31. XI—IELIOO ex?—3x - xl_lfiloo 2x—3 eX?—3x

f'=0 < P(x) =3+3x>-2x=0. Q

3

P'(x)=6x(x—1) — Pcreceen [0,1] y decrece ¢
en el resto; P(0)=3,P(1)=4,P(2)=—1 0

= Pseanulaséloenel c € (1,2).

=0. f/(x) = (3+3x2—2x3) ¥~ /=0 enalgin ce(1,2).

Con f(0)=1 y los cilculos anteriores, la grifica de f es mds o menos . f(x) = 1 exactamente en 2 puntos.

32. La grafica muestra que claramente tiene 1 solucién si a < 0 y ningunasi a =0.

a=e

Vemos de varias formas que si 0 < a <e no hay ninguna, 1 sia=ey 2sia>e:
Habrd 1 si ax y e* son tangentes, es decir, para el b tal que la recta tangente
y=e’+eP(x—b) pase por (0,0) =b=1—a=e.

O bien: g(x) =e*—ax, g'(x) = e"—a — decrece hasta x=loga y luego crece.

El valor mimimo g(loga) = a(1—loga) es >,=,< 0 segln a <,=,>e.

y viendo cudntas veces corta y = % .

X

O bien, dibujando la grafica de h(x) = xe™

34.
prob 34a prob 34b

a=0-1-2-3
o< o= \ \

-a -3a -2a

NN

—




33.
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d)
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35. Minimos en (:I:%, :l:%) Maiximos en (£1,0), (0,£1).

4
36. Rectas por (1 2):y =2+m(x—1). Hay que minimizar prob 36

Areaminimasim= -2 (x=2, y=4). 2

No existe el de area maxima.

A(m) = 1(1— 2)(2—m), conm € (—eo,0). /

37. Recta tangente y = % . Distancia al cuadrado:

D(x) = (x—2)*+ (%)2 minima si x=3 —y=—

“%

[O bien, el punto mds préximo pertenece también a la perpendicular que pasa por (2,0): y = —/3 (x—=2)1.

38. 3y =21420x—x* —y==4y/2H2=2 Definida six € [~1,3].
Y =0—x=v5~171.y(V5)~£3.94. y(2) =+/15.
(

Miximos y minimos de: D(x) = (d[(x,y), (0, )]) — I+ 247, T p) 3
D'(x)=0—-x=2,D(2)=19.D(—1)=1,D(3) =9. \
Minimo de D si x=—1 [punto (—1,0) ] y mdximo si x=2 [puntos (2,£+v/15)].

39. Funcién a minimizar: D(x) = |x| + |2arctan (x —2)|.

(x—1)(x—3)
1+(x—2)2

D(1) méaximo local. Ademas: D(0) =2arctan2 > 2 = D(2),
pues arctan2 > arctany/3 = % > 1 . Punto mds cercano: (2,0).

=0six=1.

_______/-arctan(x—Z)
1
1

7j/2

Es claro que el minimo se daen [0,2] — D' =

3 L .
CAl(x) = 8_7)‘3/2 = x =2 maximo local. A, = % )

40. Area del rectangulo: A(x) = xf(x) = B4

X
X3 +4
41. Area del tridngulo limitado por la tangente en x = a: A(a) = 1e~(1+a)?. Es mdxima sia = 1.

42. Distancia AP = 100cos 6 . Distancia PB = 1006 . Tiempo empleado: 7(6) =2cos6 + 6 .
Minimo si 0 = /2 (P = A, no debe tirarse al agua).

B
P
\ prob 40 \\ prob 41
\\ 20
~
f(x) - 50
e %a+l)
- M
X
prob 42



Soluciones a los problemas 43-69 de Calculo I (2006-2007).

43. {a,} acotada inferiormente por 0 (los a, son positivos) y decreciente (pues 3”;;21 <l&e2n>1)

= dlima, =a=a= % = a = 0. Como % — % < 1 la serie converge (y confirma a,, — 0).

44. a) (a,,)l/” = % — oo, Divergente. (O porque {a,} / 0). b) M > % . Divergente.

¢) Geométrica. | — Z| > 1 = Divergente. d) Y & dlverge Yy OS converge = Divergente.

—(n+1)? ,
e) % = ”—:16_2”_1 —0 6 n'/re™ 0= Convergente.

ne—n

f) |ag—:‘| = 2’%1 — 0 = Convergente. g) 2%;;) < 2 3 de igual convergencia que Z = Convergente.
) ";5%14 - % = a, no tiende a 0 = Divergente. ()" — e~ 2 = Divergente.

) % —0y Z% divergente = Divergente. k) 5 x(kfﬁ)z < o = Convergente.

)] H‘EZ o 0y decreciente = Convergente. m) tan% ~ % , porque ta% xjo ly % — 0 = Divergente.
n) ‘Tz:l‘ n+lr)l'fl',’+1) : 2(’31)21)! _ (ZnELnZ-;(IZ);Ll) _ 2&31) — iié =3 ! <1 = Convergente.

i) | e | < \/rﬁ : 1/1\//:1? — 1y ¥ =5 convergente = Converge (absolutamente).

1 1 _ 2
0) /s Y/ Sl v Ty Y s . Convergente.

s 01y (0% (D' =% 0 Y (G- -

46. a) ¢ > 0 (Leibniz). b) Z converge = la dada converge si lo hace Y, ﬁ &l <e.

e"+n
(n+1)°
3n+3)(3n+2)(3n+1)

e) [t | = Z%\ZC— 112"+ = converge si [2c — 1| < 1; si ¢ = 1 diverge y si ¢ = 0 converge; 0 < ¢ < 1.

¢) Cociente: i —r<lsc<3. d) Geométrica: ‘%‘ <l -3<c<s.

f) [ :% — 0Vc = converge Ve e R.

oo

= \

2n 2 i 4/a2

_ 1 . . s, . 2
. 372 = ala—3) - $1 la serie geométrica converge < 2] <1< a] >2.
n=

a(a—2)=3sia=3,—1.S6lo laraiz 3 cumple que |3| > 2, con lo que la sumaes  sélo sia =3.

48. 0.8414 < 0.841468254 ~ 1 — 1 + L — Lo < ¥ énﬁl), <1— L4 1h; ~ 0.841666667 < 0.8417 .
n=0
[erEsy + < 05 si 2n+12>9, asi que segtin Leibniz 1— ?—i-— — =7 ya aproxima la suma con esa precision.

49. a) El limite (puntual) de f,(x) es: f(x) =1si|x| <1, f(x)=21silx[=1, f(x) =0si|x] > 1.
Las f, continuas en [0,2] y f discontinua en x = 1 = la convergencia no puede ser uniforme.

b) gn(x) = xVx € R. [5G —x| <5 1 < € si n grande, para todo x € [0, 1]. Converge uniformemente.

¢) Converge puntualmente en todo R a i(x) = 0. Converge uniformemente en (—eo, 0], pero no en [0, ).

50.9) £,(0) =0, f,(x) >0 six>0= Vmin=0. f,(x) = (} —x)e ™ = Vmix = fy(}) = 5 .
i) [fu(x)| < en%l = f, — 0 uniformemente, y como Y n% converge, Y f,, lo hace uniformemente.

[0,20)



Weierstrass

1. n ] .
arctan(ny) |  1/2 vy y Z¥ (1)" geométrica convergente = converge uniformemente en R.

5 n

71:/2

51. )

b) % < n%,Vx €ERyY % convergente = convergencia uniforme (y puntual) en R (Weierstrass).

. 2 ; 2 2 . T
¢) Si x # 0 converge, pues %nw 2 % >0y Y rﬁ% converge. Si x = 0, la serie diverge.
n
. . 2 4+m/2
En [1,2] converge uniformemen r Weierstr: L tarctann .
1, ]co verge uniformemente (por Weierstrass) ya que | T | <

d) 21 x2+6 = x21+6 ZB"(;&) geométrica; converge si | 2Jr6| <1E&xe(—o0,—3)U(—2,2)U(3,).
En [5,6],

2 +6\ (1) < 1; como converge ), (3—1) la serie es uniformemente convergente (Weierstrass).

52.a)R==:=;si x= % , Y, \/ﬁ diverge ( ~ Z% ); sl x= —% converge (Leibniz).

b) ——— =n — o =R.Convege Vx € R.

n
n

c) |cos 2 ||x|" < [x|" = si |x| <1 converge. Si |x| > 1 el término general no tiende a 0.

1 _ 1 -
d) Ul 7 — 0=R. So6lo converge si x=2.

logn
() x| M atlogn 1+
) (n+10gn)]/n nl/"(l-i-loﬂ)l/n n:; ‘x‘ [ ‘x‘n n+1+log(n+l) - ‘X‘ 1+1 +]og(n+1) n ‘X‘ ]
n
S 1 . . 1/(n+logn) __ 1 B ) o
Six=1:Y} nlogn diverge: TUn = T¥lognjn —1.S5ix=-1: Z n+1ogn converge por Leibniz:

|x| ) = R = /7t . Diverge en ++/7 ( ¥.n?).

(nJrl)z o ‘x‘2"+2 |x|2 . nz/n‘x‘z
f) P BT HT(O T

g) eV"t1=vi 1 = R.Si x=—1 converge (Leibniz). Si x =1 converge, pues ‘i;—g —0.

py 250 1T

. 1 3 1o g - 1
T o — 2|x+1| = converge si [x+1| < 5 & —5 <x< —5 ydivergesi [x+1[> 5.

co_ 1 1 —
Six=—3, % o converge. Si x=—3 ): \/7 absolutamente convergente (o converge por Leibniz).

(n+1)3"+l ‘x‘nﬂ
53. lim "5 — =

= 1im n'/"3|x| = 3|x| = converge si |x| <1y diverge si [x| > 1 . Six==+] diverge (a, / 0).
n—oo

La serie es la derivada término a término de '} (3x)" = 25, |x|<3.Susumaes d _3x — (17%)2 ,

dx T=3x si x| < 3.

n=1

54. Y (—2x)"" = Z(—8x3)" es una serie geométrica, convergente si | —8x*| < 1, es decir, si x| < 5 .

Como arctan 3 5= % 125 +e> 16765 > % ((’) arctan% > arctan? =%> %) para ese valor diverge.
; o lfcos% 1
55. Diverge para x # 1 Ugm}o(l — XCOS = ) =+ 0] Converge para x =1 [ 7 2 ]

56. a) [Rou(1)| < gy - n =3 :cos1 & 1~ 5 + 55 — 735 ~ 0.540.
b) [Ra(1)] < G- n=6:€' m 14145 + ¢ + 9y + 135 + 735 ~ 2.718.

Q

1 1 1 1 1 I~

7 +ﬂ—@+@—@+%~0.406.
1_

3

|§%3,}H.n:4zlog(l—|—%)

(

)

)| Sﬁznﬂl.nzﬁlog(l—i—%)
) T+ d — 5 A 0.287.
)

| < —L_n'=999. Mucho mis corto utilizando que log2 = log % + log% ~ 0.694.

57.x(1—|—x3)*1/5:x[1+(—1)x3++-~]:x—%xﬁ'—l—%x”—--- , si o3 <1<:>|x| <1.

11 _ _ 3 -3
f(3) ~ 35— 357 = g - con error menor que (serie alternada decreciente): 25X27 = 3500 < 107°.



oo 2n—1
58.a) cos?§ =3[l +cos | =1— g’ + 55t + _1+Zn:1(_1)n322n(2) x, V.
5 5 5 2 w 5 .
b) 3—x:§1—1§ =3ll+3+5+-]= 3+9x+27x o =Yao X, s x| < 3.
n+l
©) senx—xcosx:%x3—ix5+8710x7+. _an 2n+1)! TP v,

dQ2-0)VI+x=2-32+13+ sijx]<1. e) shxchx =x+ 3233+ Zx>+ -+, V.

f)@—l—i— 3+ 24 g) 10%(1;62")—2 6x2+%x3+~--. h) cos(senx) = 1 — 1x2 + Zx*+ ..
59. [14+x]712=1-1x+ +32 -2 ]x]<1—>[1—x2]71/2:1+ 243t 2 , x| <.
4 larcsenx] = [1—x?]" 12 y arcsen0=0 = arcsenx=x+ ¢x°+ 5%+ p5x +---, [x|<1.

60.a)chl. b)lsen2. c)3logd. d)2\/fe. e) 2

61.V1—x*=1-— %x”' +o(x”). P(x)=1— §x4 es el tnico polinomio de grado menor que 8 que lo verifica
(cualquier P(x) = 1— 3x*+ agx® + aox® + -+ 4+ a,x" también lo hace).
—x2— _ X __aSenx 2
62. a) A xx4 cosx _, 7% b ;Cttaagl;c} N 7% K 63 é d) e3log (cos2x)/x? —e 0 e 1— \/1 = _,0.
x—0 x— x—0 x—0
x—1—logx 1 1y xlogx sen log(1
f) (x—1)logx le 2 g 1- x+logx —2. h) 1+\[ § - 1) cosx Tx _6+ 0. ) el°sl ogx)/xx:;l :

k) dtesenx g e"l"g“*m) — ef. m)x[xarctan% — VIR o ) Ifm B =1

X
I+e™ cosx —00 X—o0 X—00 t—0t

63. 1 f(x) =0 si b< 0 y limf(x) =2 si b =4 = b= 2.

X—>00

1.4
2 3 27 5 4 o §x _|_._1
64.2;) sen’x=[x— %L+ ] =2 — L+, log(1+x*) =x*+-- - = lim f(x) = lim Frmmt S
2 2 1 4
a;;) y a;;;): Por ser sen?x acotado: hm f( )= 7]“: im ——— = 1im L; = oo

x*iw log(1+x*%) xodoo 43 /(1 4x%)  x—ke 2x

3 3 2 .
b;) — o) g 3cosx 3 S 01 .b;}) lim = 0 (numerador acotado y denominador — co).
x— X——00

1-(1-x*+0(x%)) ,_p 3e—
. . 2n+1 .

b;;;) No existe: las sucesiones a, = n7x, b, = W'T)” — oo, pero g(a,) — 0, mientras que g(b,) — 1.
sen’ 3 3 3 x7£7x+o(x3) 1

¢;) arctan(senx) = senx — *3= +... =x— % — % +o(x’) = W =,

X—

arctan(senx) . _

;i) h no esta definida. ¢;;;) Togiid) 0, xlgg 710g(1+ 3 xlgl;lo 73x2/(1+ = = )}ggh(x) = —o0,

65. Si x #n € Z, f claramente continua. Si x =2n+1 continua: f(x) — 0= f(2n+1) cuando x — 2n+1.

2.2

2xsen 2 cos 2—m%x?) sen mx+4x7 cos Tx .

| X Sen TTx+7x% cos Tx . ( ) : 0. continua en x=0.
TSen X o 72 cos Tx 0

Si x=2n+#0 discontinua:

66. f(x) =x>— xS+ six| < 1= f(0) =0, f(0) = 2. 1
f(x)<0<:>x<—\‘@.f(x)—>oosix—>—1i. H

f¥)—=0= fln)—0 = f(f(n)—0. prebes
Y—+too n—oo [ continuaen 0 N—s00
T Prob 67
67. f(x) :ﬂz—%ﬂ4x2+--- :>f’(0):0,f”(0):—%7r4. 2 4 6
0< flx) < é . f(n) = f'(n) =0, n € N, minimos.
f'(3) = —16 # 0 = existe f~! en un entorno y - —

UG =—1%-



68. Continuaen R—{—1,0,1}.En x = —1 discontinua ( f(x) — —eo).

. , —x2 2 . log|1— . 2x(1—
En x=0,1 continua: i%(x—l)%@) =0; )1{13} 2%(‘#)16)‘ im ; 2x (x—l) —)1{13} x1(+xx) =0.
Es derivable en x =0: f’(O):}lin%(h—l)mﬁl%hz):—}l%%zl.

f continua en [0,1], derivable en (0,1) y f(0) = f(1) = existe ¢, 0 <c < 1,con f'(c) =0 (Rolle).

69. /(0) = —%. lim =, lim=0, f > 0Vx y f continua Vx = imagen = (0,o0) .

X——o00 X—00

—X

f(x) = 2e=lre =t () \x = f decreciente en todo R, pues g(x) =x+1—e* <0 Vx

x2 x2eX

(g(0) =0, g'(x) =1 —¢" positivo si x <0 y negativo si x >0 =g negativasi x <0 ysi x>0).

fx)=1-35+- +((n+1)),x o= f(0) = 7"(;1(;11)),'[ = §n+)) En particular, f?9%)(0) = — .
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Soluciones a los problemas 70-100 de Calculo I (2006-2007).

70. f continua a trozos. F continua en [0, 3] y derivable salvo en x = 2. F(3) = log4.

71.F(1) = [, te~"dt = 0 (integrando impar). F/(x) = xe ™ +2(1—2x)e"1"29" = F/(1) = —e ! .
Por la regla de la cadena: (FoF) (1) =F'(F(1))F'(1) =F'(0)F'(1) = (2e ") (—e 1) = —2e72.
F(0)= fl()te_’4dt =/ te~"'dt < 0 [integrando positivo en (0,1)] = F(0) < F(1)..

72. fllf( )dx = [log| [ sen(t})dt +x+4|]' | = log3 ,pues [ , sen(3)dt = 0 (integrando impar).

1 1 _ L. N I N
73.a) F creceen [0, f}ydecreceen[\/5,2],F(0)—0,F(2)<O.Max1moenx—\/g,mlmmoenx—Z.

b) G crece en [—1,3] y decrece en [3,6], K(—1) <0, K(6) > 0. Méximo en x = 3 ; minimoen x = —1.
¢) H'(x) =1—cos(senx) > 0. Se anula si x=7. H creciente en [1,4] = minimo en x=1, mdximo en x=4.

74. f’(x) = 2xex4(1 —2x?) = f(x) crece en (—oo,—%] ulo, \%2] y decrece en [, 0] U [ -1, e0). £(0) = —1.

\/E’ \/77
e’ crece sit >0 = f( 5) < Jo 2el/4gp —el/4 = —# < 0 (valor mdximo). f(x) no se anula en [0, ).
75. f'(x) = xlogx) >0 = f estrictamente creciente = f admite inversa, para x > 2.

76. f'(x) = e*aanx vy (TFC). Como f(1) = [} =0, f'(1) = %, la recta tangente es: y = e®(x— 1)

f'(x) > 0 Vx = f estrictamente creciente en todo R y existe f~. (f~1)'(0) = f/(f*ll(o)) = ﬁ]) =e .

77. F'(x) = —x%e*I/XS - xizefl/)‘4 = F'(1) = —2 . Y(=1)"F(n) es alternada, pues F(n) > 0 (integrando
positivo y n% > —1) F(n) es decreciente (F’(x) < 0'six > 0) y F(n) — 0. Por Leibniz, converge.

78. H'(x) = 8x%¢ ™ —x%e ™ =0 = x=0, x = +,/Tog2.
H crece en [—+/log2,+/log2] y decrece en el resto de R.
En x = /log2 hay un mdximo local (y absoluto).

El valor maximo de f (en x=+1)es 1/e.Elde H:

1/e

21 - 21 . |
H(\/10g2) = [V0%2 2e~"dr < [2V08% Lar = 1 /log2 < — o
79. Valor médximo g(3)=1; valor minimo g(4)= f2 g=14—36logl =142+ 2220 4 ... ~1887.

80. a) %(10g)c)3 . b —%(1 +logx). o) 3x arctan + éxz 1log(l +x%) .
d) x[(logx)* — 3(logx)? + 6logx—6] . e)xarcsenx+v1—x2. f) gx* — 183+ 1x> —x+log|l+x] .
9 4+ ﬁ + glog[=2].  h)log|x*+2x2+2x+1|— arctan 2)\7%1 . 1) $log|x—2| — log(x*+2x+4) .
j) 2senx? . k) xtanx+log(cosx). 1) glog(5+4cosx) — Jcosx. m) %arctan(\/gtanx) .

n) tanx—x. fi)x?+xsen2x+ 3 cos2x. 0)%6"2()62—1). p) x—log(l+¢*)+

1
1+4e* -

Q =VI-x2(3x* =22 -2) . r)2\/1+x+log|\/7vli“;:|. s) —1log(x+ Va2 — 1)+ Jxv/x2 1.

81. a)2(1—e!). b)No existe ni como impropia. c) —%10g2. d)o0.
0. Die’+1). g £(112—-4v2). hZ-1.
i) z_v3 . K2(1-log2). 1) llog3.

W=
—.
~—
—
Sl
=]
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82. Primitiva: % log(1+ %) +2log(x2 +4). lim £ 10— jim 1og(117j412) = 4 = la impropia diverge.

X—>00 1/ t—0t

83. f5 ;—36_6/ Tdx < [ x% = 15 (haciendo u = 1/x se puede hallar el valor exacto: % - @).

84.a) [ ﬁ+ —r—dx ; lim /(lx/tx ) = 1: diverge en 0, )}1_{1010]/(1)6;7;)3) = 1 converge en « ; diverge.

b) [, T —dx = hm arctanx] .+ hmarctanx] =.

—> 00

0

¢) [y e “senxdx; [e *senx| < e™*; absolutamente convergente (= —e; (cosx+senx)]; = 1).

| g VD 1 e a—logx/x 1.
d) fo de,}gg 7 = limx = lime = 1; divergente.

X—00 X—00

e) /(1 - m) x:flmm es convergente (--- =

log HT*E).
f) ff°e_1/x , lime~'/* = 1; divergente.

2 Jy ) \[dx = 7 ; convergente. h) f{”(% — Ddx = 4,/x —logx]; ; divergente.

X

oo arctanx j.. . 7. arctanx/x>2 o arctanx/x? g R
D) Jo ¥57 dx,)lclil’(l) 17 —1,}21;10 e = 2 = converge (--- =+/27).
Dy W —=cos1| < \[ : converge en 0.

oo logx e 2logx A, logx
k) i —5dx; )}grelox =5 = 0: converge (— 55 — 4x2] 4)

o 1/ V-1 2 . 1/v5—1
1 converge: ——=— — 1. también converge: = >0.
)f2 g 1/)f4/:S X—o0 f1+ g 1/\/3)(_1 3 )C+l x2+1 x—>l \[

log( 1+x log(1+x) /x3/2 log(1+x) /x3/? _ 2log(1+4x)1e
m) [, 7 S Ve )Hol N N xij = converge (4arctan/x v ]0 =27).
1, 2

n) [{"(1—cos= )a’x 1;2;* =2 : converge.

_ 1
= 1: divergente (o a partir de la primitiva ——~ —senx ).

=\ (7/2 cos?x 2005 X
)J senzxdx 1

O)fl o l/%d'x lim M—O lim Mze_l:convergeenleoo.

x—oo  © x—1 /(1)1
P logxsen —dx converge: gl_rgk’gjfi‘;?zﬂ —)}E}Iololxg/; I be{gtz =0.
q) fol logxdx = xlogx—x](l) = —1 : converge.
1) 7 gt converge: lim " Y — SA > 0, fim T — 5 > 0.

x27 0" .
) o Zi’z’f‘ dx diverge. sen X=X — S o, e —l =t = G = £ 0 1 5 diverge.

2
oo A 2
e ! T /i % converge y % = ej— — 0 = [{" converge (absolutamente).

2
e — —1 x—oo

85.a) hm x(log(lﬂ) —1)=n—1= diverge paran # 1 . Si n = 1 tiene limite en x = 0.

b) En oo diverge si n < 2. Sin =3, enx = 2 se comporta como la divergente |, )%

Sin > 4, el denominador no tiene raices en [2,00). La integral converge si n > 4.

86. 1) En 0" se comporta como X% y en co como %a .Convergesil <a<2.
. 1 1 1
ii) En 0" no hay problemas (arctan(x + <) — %) . En e converge para a > 5, comparando con 2

iii) En 0 se comporta como x y en oo como x>*. Converge para —1 < a < —1 /3.

12



(2t ) (2 Labh) - e g
x4—%x8+~~- 10 A T 3

b) Sea G(x) = [° . sens?dr . h’n%% = m%M =1, 2<G) <= 1m% =o.

6)C5 X—00

87.a)x [y e dt = x(x— R4+ = lim

p -1/2 . 1 oo . . . oo .
88. lim W = lim |/1+ “l=1le [ % divergente = la impropia [, \/lobgitirt diverge.
! /
Como F(x), (2x) — oo, por L’Hopital y TFC: lim F2x) _ lim 2L (20) _ lim 2/ /logx+2x _
x—w F(x)  xoe Fl(x)  x—oe 1/y/logx+x

0
89.H(0) = [ [P =t + gt 4+ ]dt=—+ & — 9+ = HO)~ =% .
H'(17)=— [ sen?dr =0 = [ sens3dr = H'(11) ; derivable y H'(1) = 0.

_ 2y
90. % =1 —I—% =1+-L+ iﬁ‘ﬁ . G(x) = x +log |x—2| +log(x*+1) + 3arctanx — 1 —log2.

En[0,1]esg(x) > 1< (ﬁ‘T > 0, pues el denominador es negativoy 3x> —x—5<3—-0-5<0.

2+1)
G =g >0, G continua en [0,1], G(0) = —1 <0, G(1) = 2X > 0 = J dnico ¢ € (0,1) con G(c) = 0.

3 _ 3 XB4+x2-7 dx 3 dx . g
L vgx) dx= [3 /55 5 converge pues 5 3 converge y xli% =i 1.
91. F/(x) = xe* = F decrece en [—1,0], crece en [0,00) = el valor minimo es F(0). I
[Bastaria decir: hasta x=0 vamos afiadiendo dreas negativas y luego positivas]. drea o £/t E
infinita i

Ademids F*—"co, pues f>0en [0,) y claramente [ f diverge, por tender f — oo
(o porque si t>0, te”’ >1 e [T tdr diverge). El valor méximo de F no existe.

n[-1,0] es e’ <1,1<0 = re’ >1 = F(0)=[° lte’ dt > [ 1dt =

l\)\'—‘

1/3
F(H)=(1+3%)e"” = mmimode f en t=-3"13= f(1)>—(3¢) " en [-1,0] = I

F(0)> [°, —(3e) 3dr =—(3¢)""/*> 1 [pues (3e) P <l o e>8=266...]

O Taylor: F(O):fi)1 [t—l—t4+%+%—|—-~]dt:—%+%—11—6+&+--- (serie de Leibniz) = F(0) > —

- n+1 > 1
92. 1)/ Z n—l—lxa’x*Z/ n—i—lx”dx—rgo(%) :1(2(n+1)xﬂ:(]_x)2)'
cosAx 7y — cosnx Y o R
11)/ Z O8I dx = Z/ COSIX dx =0 111)/0 ,,;1 (n+x)2dx7
93. f02 \x3—3x2+2x]dx:fol(x3—3x2+2x)dx—i—f1( —x% +3x% = 2x)dx = é
94. ) /xdx+ [/ 2—xdx =4 . (O bien [}[(2—y?) —ydy = ).
95. ™%, | cosx| — [sinx| Jdx) = 2( 7 *cosx — sinxldx) =2(vV2 1) .

96. Las curvas se cortan en (1,+1). drea = 4 drea del circulo+2 fo y—y?)dy = %4—% )

prob 93 prob 94 prob 95 p"’b 96
It
\\\‘ :I Af
1- . -\\I
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97. Puntos de corte entre f(x) = senxy g(x) = sen(x—

senx —sen(x—%) =2sengcos(x—¢) =0, x=

o
30
senxz%senx—?cosx,tanx:— 3. x=— %27”

Area = f /3 cos(

ﬂ/3[senx —sen(x—Z)]dx = [cos(x—g) —cosx]”

98. y=k(x—1)+2, A(k) = L (K> — 4k +8)3/%, A’ =

A=

99. La recta tangente es: y = —1 +ax, que corta y

en x = é , definiendo un tridngulo de 4rea i .

El 4rea de la region limitada por la curva (impropia
convergente) es el doble: — [°(—e ™ )dx = 1.

100. } [57/*__do

2r/3

—%)dx = [sen(x—f)]mn/;3 =2. O bien:
T
3

s =2 -
0=k=2.
— I+ax

=0

14

—1-2

pr0b100/
_\2
e = SN VTR [0 (x)dx = VR 4 y)dy = §(5+4v2).

1+2

172




